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Ââåäåíèå

Ìû ÷àñòî ñòàëêèâàåìñÿ ñ çàäà÷àìè, â óñëîâèÿõ êîòîðûõ çàäàíû íåêîòîðûå îáúåêòû è ìåæ-
äó íåêîòîðûìè èõ ïàðàìè èìåþòñÿ îïðåäåëåííûå ñâÿçè. Åñëè îáúåêòû èçîáðàçèòü òî÷êàìè
(âåðøèíàìè), à ñâÿçè � ëèíèÿìè (ðåáðàìè), ñîåäèíÿþùèìè ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðû òî÷åê, òî
ïîëó÷èòñÿ ðèñóíîê, íàçûâàåìûé ãðàôîì. Èñòîðèþ òåîðèè ãðàôîâ ïðèíÿòî èñ÷èñëÿòü ñ 1736 ã.,
êîãäà Ýéëåð èññëåäîâàë �çàäà÷ó î êåíèãñáåðñêèõ ìîñòàõ�: ïîñòðîèòü â ãðàôå öèêëè÷åñêèé ïóòü,
ïðîõîäÿùèé ïî îäíîìó ðàçó ÷åðåç êàæäîå ðåáðî. Â ñåðåäèíå 19-ãî âåêà Ãàìèëüòîí çàèíòåðå-
ñîâàëñÿ çàäà÷åé ïîñòðîåíèÿ öèêëè÷åñêîãî ïóòè, ïðîõîäÿùåãî ïî îäíîìó ðàçó ÷åðåç êàæäóþ
âåðøèíó ãðàôà1. Ê òîìó æå âðåìåíè îòíîñèòñÿ èñïîëüçîâàíèå ãðàôîâ äëÿ àíàëèçà ýëåêòðè-
÷åñêèõ öåïåé (Êèðõãîô) è õèìè÷åñêèõ ìîëåêóë (Êýëè). Íà÷àëî ðàçâèòèÿ ñîâðåìåííîé òåîðèè
ãðàôîâ îòíîñèòñÿ ê 30-ì ãîäàì 20-ãî ñòîëåòèÿ. Ãðàôû íàøëè ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ â
ýëåêòðîòåõíèêå, ýëåêòðîíèêå, áèîëîãèè, ýêîíîìèêå, ïðîãðàììèðîâàíèè è â äðóãèõ îáëàñòÿõ.

Íàñòîÿùåå ïîñîáèå íàïèñàíî ïî ìàòåðèàëàì êóðñîâ �Ïðîåêòèðîâàíèå ýôôåêòèâíûõ àëãî-
ðèòìîâ"è �Àëãîðèòìû íà ãðàôàõ�, êîòîðûå àâòîð íåîäíîêðàòíî â 1990-2012ãã. ÷èòàë â Òâåðñêîì
ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî ðàññìîòðåíèþ øèðîêî èñïîëüçóå-
ìûõ â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ òèïîâûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ çàäà÷, òàêèõ, êàê ïðåäñòàâëåíèÿ ãðà-
ôîâ, îòíîøåíèå äîñòèæèìîñòè è òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå ãðàôà, êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíî-
ñòè îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà è åãî áàçû, äåðåâüÿ è èõ îáõîäû, ìèíèìàëüíûå îñòîâíûå äåðåâüÿ,
ïîèñê â ãëóáèíó, ïîèñê êðàò÷àéøèõ ïóòåé è ïîòîêè â òðàíñïîðòíûõ ñåòÿõ. Ðàññìîòðåíû òàêæå
ìíîãèå ñëîæíûå (NP-ïîëíûå) çàäà÷è íà ãðàôàõ è âîçìîæíûå ïîäõîäû ê èõ ðåøåíèþ. Â ïîñëåä-
íåé ãëàâå ïðîäåìîíñòðèðîâàíî ïðèìåíåíèå òåîðèè ãðàôîâ ê àíàëèçó ñîöèàëüíûõ ñåòåé. Êàæäàÿ
ãëàâà çàâåðøàåòñÿ ðàçäåëîì ñ çàäà÷àìè, êîòîðûå ìîãóò ñëóæèòü ìàòåðèàëîì äëÿ ïðîâåäåíèÿ
ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé è äîìàøíèõ çàäàíèé. Ðÿä çàäà÷ ñîäåðæàò äîïîëíèòåëüíûé ìàòåðèàë, ïî
òåì èëè èíûì ïðè÷èíàì íå âîøåäøèé â îñíîâíîé òåêñò. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû çàâåäîìî íåïîëîí,
îí âêëþ÷àåò ëèøü ó÷åáíèêè, ìîíîãðàôèè è ñòàòüè, íåïîñðåäñòâåííî èñïîëüçîâàííûå ïðè íà-
ïèñàíèè ýòîãî ïîñîáèÿ. Â íèõ ìîæíî íàéòè äàëüíåéøèå ññûëêè íà ìíîãî÷èñëåííûå èñòî÷íèêè,
ïîñâÿùåííûå àëãîðèòìàì íà ãðàôàõ.

1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Ïðèâåäåì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ òåîðèè ãðàôîâ.

Îïðåäåëåíèå 1. Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô � ýòî ïàðà (V,E), ãäå V � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî
âåðøèí (óçëîâ, òî÷åê) ãðàôà, à E � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ïàð âåðøèí, ò.å. ïîäìíîæåñòâî
ìíîæåñòâà V ×V èëè áèíàðíîå îòíîøåíèå íà V . Ýëåìåíòû E íàçûâàþò ðåáðàìè (äóãàìè,
ñòðåëêàìè, ñâÿçÿìè). Äëÿ ðåáðà e = (u, v) ∈ E âåðøèíà u íàçûâàåòñÿ íà÷àëîì e, à âåðøèíà
v � êîíöîì e, ãîâîðÿò, ÷òî ðåáðî e âåäåò èç u â v.

Íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (V,E) � ýòî îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ó êîòîðîãî äëÿ
êàæäîãî ðåáðà (u, v) ∈ E èìååòñÿ ïðîòèâîïîëîæíîå ðåáðî (v, u) ∈ E, ò.å. îòíîøåíèå E ñèì-
ìåòðè÷íî. Òàêàÿ ïàðà (u, v), (v, u) íàçûâàåòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûì ðåáðîì. Äëÿ åãî çàäàíèÿ
ìîæíî èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå äëÿ ìíîæåñòâà êîíöîâ: {u, v}, íî ÷àùå èñïîëüçóåòñÿ óêà-
çàíèå îäíîé èç ïàð â êðóãëûõ ñêîáêàõ. Åñëè e = (u, v) ∈ E, òî âåðøèíû u è v íàçûâàþòñÿ
ñìåæíûìè â G, à ðåáðî e è ýòè âåðøèíû íàçûâàþòñÿ èíöèäåíòíûìè. Ñòåïåíüþ âåðøèíû
â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ñìåæíûõ ñ íåé âåðøèí. Âåðøèíà ñòåïåíè 0
íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé.
Â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ïîëóñòåïåíü èñõîäà âåðøèíû � ýòî ÷èñëî èñõîäÿùèõ èç íåå ðåáåð,
à ïîëóñòåïåíü çàõîäà � ýòî ÷èñëî âõîäÿùèõ â äàííóþ âåðøèíó ðåáåð.

1Èíòåðåñíî, ÷òî íåñìîòðÿ íà âíåøíþþ ïîõîæåñòü çàäà÷à Ýéëåðà èìååò ïðîñòîå ýôôåêòèâíîå ðåøåíèå (ñì.
çàäà÷ó 2.13), à çàäà÷à Ãàìèëüòîíà â îáùåì ñëó÷àå ýôôåêòèâíî íå ðåøàåòñÿ (ñì. ðàçäåë 8.4)
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Çàìåòèì, ÷òî â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ìîæåò áûòü ðåáðî âèäà (u, u), íàçûâàåìîå ïåòëåé,
à â íåîðèåíòèðîâàííîì ïåòåëü íå áûâàåò.

Ïðèìåð 1. Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ïðèìåðû îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G1 = (V1, E1) è íåîðèåí-
òèðîâàííîãî ãðàôà G2 = (V2, E2). Çäåñü V1 = {a, b, c, d}, E1 = {(a, b), (a, c), (b, b), (b, d), (d, a)},
V2 = {a, b, c, d}, E2 = {(a, b), (a, c), (a, d), (b, d)}. Â ãðàôå G1 ðåáðî (b, b) ÿâëÿåòñÿ ïåòëåé, ïîëó-
ñòåïåíü èñõîäà âåðøèíû a ðàâíà 2, à ïîëóñòåïåíü çàõîäà äëÿ íåå ðàâíà 1. Â ãðàôå G2 ñòåïåíü
âåðøèíû a ðàâíà 3, âåðøèí b è d � 2, âåðøèíû c � 1, à âåðøèíû e � 0, ò.å. âåðøèíà e
ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé,
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Ðèñ. 1: Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G1 è íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G2

×àñòè ãðàôîâ íàçûâàþòñÿ ïîäãðàôàìè.

Îïðåäåëåíèå 2. Ãðàô G1 = (V1, E1) íàçûâàåòñÿ ïîäãðàôîì ãðàôà G = (V,E), åñëè V1 ⊆ V
è E1 ⊆ E.

Âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ ñ âåðøèíàìè è ðåáðàìè ãðàôîâ ñâÿçûâàåòñÿ íåêîòîðàÿ äîïîëíè-
òåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ. Îáû÷íî îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé ðàçìåòêè âåðøèí è
ðåáåð.

Îïðåäåëåíèå 3. Ðàçìå÷åííûé ãðàô � ýòî îðèåíòèðîâàííûé èëè íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô
G = (V,E), ñíàáæåííûé îäíîé èëè äâóìÿ ôóíêöèÿìè ðàçìåòêè âèäà: l : V →M è c : E → L,
ãäå M è L � ìíîæåñòâà ìåòîê âåðøèí è ðåáåð, ñîîòâåòñòâåííî.

Óïîðÿäî÷åííûé ãðàô � ýòî ðàçìå÷åííûé ãðàô G = (V,E), â êîòîðîì ðåáðà, âûõîäÿ-
ùèå èç êàæäîé âåðøèíû v ∈ V , óïîðÿäî÷åíû, ò.å. ïîìå÷åíû íîìåðàìè 1, . . . , kv, ãäå kv �
ïîëóñòåïåíü èñõîäà v, ò.å. kv = |{w | (v, w) ∈ E}|.

Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà ìåòîê ðåáåð L ÷àñòî âûñòóïàþò ÷èñëà, çàäàþùèå �âåñà�, �äëèíû�,
�ñòîèìîñòè� ðåáåð. Ãðàôû ñ òàêîé ðàçìåòêîé ÷àñòî íàçûâàþò âçâåøåííûìè.

Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ, èñïîëüçóþùèõ ãðàôû ñ ðàçìåòêîé ðåáåð, óäîáíî äîïóñêàòü íåñêîëüêî
ðåáåð ìåæäó îäíîé ïàðîé âåðøèí.

Îïðåäåëåíèå 4. Îðèåíòèðîâàííûé ìóëüòèãðàô � ýòî ïàðà (V,E), ãäå V � êîíå÷íîå ìíî-
æåñòâî âåðøèí (óçëîâ, òî÷åê) ãðàôà, à ìíîæåñòâî ðåáåð (äóã) E � ýòî íåêîòîðîå ìóëü-
òèìíîæåñòâî ïàð âåðøèí, ò.å. ìíîæåñòâî, â êîòîðîå êàæäûé ýëåìåíò (ðåáðî) ìîæåò
âõîäèòü íåñêîëüêî ðàç.

Îáû÷íî "ïàðàëëåëüíûå"ðåáðà â ðàçìå÷åííûõ ìóëüòèãðàôàõ ðàçëè÷àþòñÿ ñâîèìè ìåòêàìè.

Íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (V,E) íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè E = V × V \ {(v, v) | v ∈ V },
ò.å. ëþáûå äâå åãî âåðøèíû ñîåäèíåíû ðåáðîì. Ïîëíûé n-âåðøèííûé ãðàô ÷àñòî îáîçíà÷àåòñÿ
êàê Kn. Íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå ïîêàçàíû ïåðâûå ïÿòü ïîëíûõ ãðàôîâ.
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Ðèñ. 2: Ïîëíûå ãðàôû K1 −K5

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ åñòåñòâåííî íå ðàçëè÷àòü ãðàôû, îòëè÷àþùèåñÿ ëèøü èìåíàìè (ïîðÿä-
êîì) âåðøèí.

Îïðåäåëåíèå 5. Èçîìîðôèçì ãðàôîâ. Äâà ãðàôà G1 = (V1, E1) è G2 = (V2, E2) íàçûâà-
þòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ìåæäó èõ âåðøèíàìè ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-
ñòâèå ϕ : V1 → V2 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû âåðøèí u, v èç V1 ðåáðî (u, v) ∈ E1 ⇔ ðåáðî
(ϕ(u), ϕ(v)) ∈ E2.

Äëÿ èçîìîðôèçìà ðàçìå÷åííûõ ãðàôîâ òðåáóåòñÿ òàêæå ñîâïàäåíèå ìåòîê ñîîòâåòñòâó-
þùèõ âåðøèí : l1(v) = l2(ϕ(v)) è/èëè ðåáåð: c1((u, v)) = c2((ϕ(u), ϕ(v))).

Ìíîãèå ïðèëîæåíèÿ ãðàôîâ ñâÿçàíû ñ èçó÷åíèåì ïóòåé ìåæäó èõ âåðøèíàìè.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóòü â îðèåíòèðîâàííîì èëè íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå � ýòî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ðåáåð âèäà (v1, v2), (v2, v3), . . . , (vn−1, vn). Ýòîò ïóòü âåäåò èç íà÷àëüíîé âåðøèíû
v1 â êîíå÷íóþ âåðøèíó vn è èìååò äëèíó n − 1. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî vn äî-
ñòèæèìà èç v1. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà äîñòèæèìà ñàìà èç ñåáÿ ïóòåì äëè-
íû 0. Ïóòü ìîæíî òàêæå îïðåäåëÿòü êàê ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí:
(v1, v2, v3, . . . , vn−1, vn), ãäå (vi, vi+1) ∈ E ïðè i = 1, 2, . . . , n− 1.

Ïóòü íàçûâåòñÿ ïðîñòûì, åñëè âñå ðåáðà è âñå âåðøèíû íà íåì, êðîìå, áûòü ìîæåò,
ïåðâîé è ïîñëåäíåé, ðàçëè÷íû.

Öèêëîì â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå íàçûâàåòñÿ ïóòü, â êîòîðîì íà÷àëüíàÿ âåðøèíà ñîâ-
ïàäàåò ñ êîíå÷íîé è êîòîðûé ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíî ðåáðî. Öèêë (v1, v2, . . . , vn−1, vn = v1)
íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè â íåì íåò îäèíàêîâûõ âåðøèí, êðîìå ïåðâîé è ïîñëåäíåé, ò.å.
åñëè âñå âåðøèíû v2, . . . , vn−1 ðàçëè÷íû.

Â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ïóòü (v1, v2, . . . , vn−1, vn = v1) íàçûâàåòñÿ öèêëîì, åñëè n ≥
4 è âñå ðåáðà (vi, vi+1) ðàçëè÷íû.

Èç ïîñëåäíåãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äëèíà öèêëà â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå íå ìåíü-
øå 3.

Åñëè â ãðàôå íåò öèêëîâ, òî îí íàçûâàåòñÿ àöèêëè÷åñêèì.
Íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ëþáàÿ ïàðà âåðøèí â íåì ñîåäèíå-

íà ïóòåì. Ïðè âûïîëíåíèè òàêîãî æå óñëîâèÿ îðèåíòèðîâàííûé ãðàô íàçûâàåòñÿ ñèëüíî
ñâÿçíûì èëè äâóñâÿçíûì

Ìàêñèìàëüíûé ñâÿçíûé ïîäãðàô íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà íàçûâàåòñÿ åãî ñâÿçíîé êîì-
ïîíåíòîé. Ìàêñèìàëüíûé ñèëüíî ñâÿçíûé ïîäãðàô îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà íàçûâàåòñÿ åãî
ñèëüíî ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé.

Ëåììà 1.1. Åñëè â ãðàôå G (îðèåíòèðîâàííîì èëè íåîðèåíòèðîâàííîì) èìååòñÿ ïóòü èç
âåðøèíû u â âåðøèíó v, òî â íåì èìååòñÿ è ïðîñòîé ïóòü èç u â v.
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2 Ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàôîâ

Èç îïðåäåëåíèÿ ãðàôà ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé ãðàô G = (V,E) ìîæíî çàäàòü, íåïîñðåäñòâåí-
íî ïåðå÷èñëèâ åãî ìíîæåñòâî âåðøèí V è ìíîæåñòâî ðåáåð E. Îäíàêî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå
íåóäîáíî äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ çàäà÷ î ãðàôàõ. Íàïðèìåð, ÷òîáû ïðîâåðèòü íàëè÷èå ðåáðà
ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè, ïðèäåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîñìîòðåòü âñå ìíîæåñòâî E. Õîðîøåå
ïðåäñòàâëåíèå, ïî êðàéíåé ìåðå, äîëæíî ïîçâîëèòü ëåãêî ïåðåõîäèòü îò âåðøèíû ê åå ñîñåäó
è ïåðå÷èñëÿòü âñåõ åå ñîñåäåé.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì òðè ðàçíûõ ñïîñîáà ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàôîâ, êîòîðûå áîëåå
ýôôåêòèâíû ïðè ðåøåíèè òèïè÷íûõ äëÿ òåîðèè ãðàôîâ çàäà÷.

2.1 Ìàòðèöà (òàáëèöà) ñìåæíîñòè

Îïðåäåëåíèå 7. Ìàòðèöåé ñìåæíîñòè îðèåíòèðîâàííîãî (èëè íåîðèåíòèðîâàííîãî) ãðàôà
G = (V,E) ñ n âåðøèíàìè V = {v1, . . . , vn} íàçûâàåòñÿ áóëåâà ìàòðèöà AG ðàçìåðà n × n ñ
ýëåìåíòàìè

aij =

{
1, åñëè (vi, vj) ∈ E
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ïîçâîëÿåò ëåãêî ïðîâåðÿòü íàëè÷èå ðåáåð ìåæäó çàäàííûìè ïàðàìè âåð-
øèí. Äëÿ ïîèñêà âñåõ ñîñåäåé, â êîòîðûå âåäóò ðåáðà èç âåðøèíû vi, íåîáõîäèìî ïðîñìîòðåòü
ñîîòâåòñòâóþùóþ åé i-þ ñòðîêó ìàòðèöû AG, à ÷òîáû íàéòè âåðøèíû, èç êîòîðûõ ðåáðà èäóò
â vi, íåîáõîäèìî ïðîñìîòðåòü åå i-ûé ñòîëáåö. Òðåáóåìàÿ äëÿ AG ïàìÿòü � ïî ïîðÿäêó n2 áèòîâ
� íå ìîæåò áûòü óìåíüøåíà äëÿ ãðàôîâ, ó êîòîðûõ �ìíîãî� ðåáåð. Íî äëÿ ðàçðåæåííûõ ãðàôîâ
ñ ÷èñëîì ðåáåð ñóùåñòâåííî ìåíüøèì ïî ïîðÿäêó n2 â ìàòðèöå ñìåæíîñòè ìíîãî �íåíóæíûõ�
íóëåé. Äëÿ òàêèõ ãðàôîâ áîëåå ýôôåêòèâíûìè ìîãóò îêàçàòüñÿ äðóãèå ïðåäñòàâëåíèÿ.

2.2 Ìàòðèöà (òàáëèöà) èíöèäåíòíîñòè

Îïðåäåëåíèå 8. Ìàòðèöåé èíöèäåíòíîñòè îðèåíòèðîâàííîãî (èëè íåîðèåíòèðîâàííîãî)
ãðàôà G = (V,E) ñ n âåðøèíàìè V = {v1, . . . , vn} è m ðåáðàìè E = {e1, . . . , em} íàçûâàåòñÿ
ìàòðèöà BG ðàçìåðà n×m ñ ýëåìåíòàìè

bij =


1, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî k ðåáðî ej = (vi, vk),
−1, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî k ðåáðî ej = (vk, vi),

2, åñëè ðåáðî ej = (vi, vi),
0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Òàêèì îáðàçîì, â ìàòðèöå èíöèäåíòíîñòè BG ëþáîìó ðåáðó ej = (vi, vk) ñîîòâåòñòâóåò j-
ûé ñòîëáåö, â êîòîðîì â i-îé ñòðîêå ñòîèò 1, à â k-îé � -1. Ðåáðà-ïåòëè âûäåëÿþòñÿ ÷èñëîì
2. Äëÿ ïðîâåðêè íàëè÷èÿ ðåáðà ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè vi è vk òðåáóåòñÿ ïðîñìîòðåòü i-þ
è k-óþ ñòðîêè BG, ïîèñê âñåõ ñîñåäåé âåðøèíû òðåáóåò ïðîñìîòðà ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðîêè.
Åñëè m >> n, òî ýòî òðåáóåò ñóùåñòâåííî áîëüøå âðåìåíè, ÷åì ïðè èñïîëüçîâàíèè ìàòðèöû
ñìåæíîñòè. Ïîýòîìó ïðè ïðàêòè÷åñêîì ðåøåíèè çàäà÷ íà ãðàôàõ ìàòðèöà èíöèäåíòíîñòè ïî-
÷òè íå èñïîëüçóåòñÿ.
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2.3 Ñïèñêè ñìåæíîñòè

Îïðåäåëåíèå 9. Ïóñòü G = (V,E) � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, v � âåðøèíà èç V . Ñïèñîê
ñìåæíîñòè Lv äëÿ âåðøèíû v âêëþ÷àåò âñå ñìåæíûå ñ íåé âåðøèíû, ò.å.
Lv = w1, . . . , wk, ãäå {w1, . . . , wk} = {w | (v, w) ∈ E}.

Ïðåäñòàâëåíèå ãðàôà G = (V,E) c n âåðøèíàìè V = {v1, . . . , vn} ñ ïîìîùüþ ñïèñêîâ ñìåæ-
íîñòè ñîñòîèò èç ñïèñêîâ ñìåæíîñòè âñåõ âåðøèí: Lv1 , Lv2 , . . . , Lvn .

Ðàçìåð ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñðàâíèì ñ ñóììîé ÷èñëà âåðøèí è ðåáåð ãðàôà. Îíî ïîçâî-
ëÿåò ëåãêî ïåðåõîäèòü ïî ðåáðàì îò âåðøèíû ê åå ñîñåäÿì. Â ïðîãðàììàõ ñïèñêè ñìåæíîñòè
ïðåäñòàâëÿþòñÿ ìàññèâàìè èëè ñïèñêîâûìè ñòðóêòóðàìè, êîòîðûå ëåãêî ðåàëèçóþòñÿ âî âñåõ
ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðåäñòàâëåíèÿ ñïèñêîâ ñìåæíîñòè äëÿ ãðàôîâ ñ îãðàíè÷åííîé ïî-
ëóñòåïåíüþ èñõîäà è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ãðàôîâ.

2.3.1 Ãðàôû ñ îãðàíè÷åííîé ïîëóñòåïåíüþ èñõîäà

Ïóñòü G = (V,E) � ãðàô c n âåðøèíàìè V = {v1, . . . , vn}, â êîòîðîì ïîëóñòåïåíü èñõîäà
ó êàæäîé âåðøèíû îãðàíè÷åíà ÷èñëîì t, ò.å. äëÿ êàæäîé âåðøèíû vi åå ñïèñîê ñìåæíîñòè
Lvi = vj1 , . . . , vjk(i) èìååò äëèíó k(i) ≤ t.

1)Òàêîé ãðàô G ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñ ïîìîùüþ t îäíîìåðíûõ öåëî÷èñëåííûõ ìàññèâîâ
ÑÎÑÅÄ1, ÑÎÑÅÄ2, . . . , ÑÎÑÅÄ t äëèíû n êàæäûé, òàêèõ ÷òî ÑÎÑÅÄi[r] = jr äëÿ âñåõ
1 ≤ i ≤ n è 1 ≤ r ≤ k(i). Ïðè r > k(i) ìîæíî ïîëîæèòü ÑÎÑÅÄi[r] = 0. Äëÿ íåêîòîðûõ
çàäà÷ òàêæå ïîëåçíî õðàíèòü äëÿ êàæäîé âåðøèíû èíôîðìàöèþ î ÷èñëå ñîñåäåé, íàïðèìåð, â
ìàññèâå ÑÎÑÅÄÈ ðàçìåðà n: ÑÎÑÅÄÈ[i] = k(i). Ýòî ïðåäñòàâëåíèå äîñòàòî÷íî êîìïàêòíî è
ýôôåêòèâíî, åñëè ñòåïåíè èñõîäà áîëüøèíñòâà âåðøèí ðàâíû t èëè áëèçêè ê ýòîìó ÷èñëó è â
ïðîöåññå ðàáîòû ñ ãðàôîì îí íå èçìåíÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, íå ìåíÿåòñÿ ìíîæåñòâî åãî âåðøèí,
ò.å. íå òðåáóåòñÿ äèíàìè÷åñêè ïåðåñòðàèâàòü ìàññèâû.

2) Åñëè æå ïðè ðàáîòå ñ ãðàôîì îí ìîæåò ñèëüíî èçìåíÿòüñÿ, òî áîëåå ýôôåêòèâíûì ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ñ ïîìîùüþ ñïèñî÷íîé ñòðóêòóðû, ýëåìåíòû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ çàïèñÿìè
òèïà ÂÅÐØÈÍÀ = (Íîìåð, ×èñëîÑîñåäåé, Ñîñåä1, . . . , Ñîñåät), ãäå äëÿ ýëåìåíòà, ïðåäñòàâëÿ-
þùåãî âåðøèíó vi ïîëå Íîìåð ðàâíî i, ïîëå ×èñëîÑîñåäåé ñîäåðæèò k(i), è êàæäîå ïîëå Ñîñåär
(1 ≤ r ≤ k(i)) ñîäåðæèò ññûëêó íà ýëåìåíò, ïðåäñòàâëÿþùèé âåðøèíó vjr . Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå
ïîçâîëÿåò ïðîèçâîäèòü ëîêàëüíûå èçìåíåíèÿ ãðàôà (óäàëåíèå è âñòàâêó âåðøèíû) çà âðåìÿ
O(1).

2.3.2 Ïðîèçâîëüíûå ãðàôû

Ïóñòü G = (V,E) � ãðàô c n âåðøèíàìè V = {v1, . . . , vn} è ïîëóñòåïåíè èñõîäà ó âåðøèí
äîñòàòî÷íî ðàçëè÷íû, íàïðèìåð èìååòñÿ íåñêîëüêî âåðøèí ñ áîëüøèì ÷èñëîì ñîñåäåé, à ó
îñòàëüíûõ èõ íåìíîãî. Â òàêîì ñëó÷àå ãðàô ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñ ïîìîùüþ ñïèñêîâîé ñòðóê-
òóðû ñëåäóþùåãî âèäà:
âñå âåðøèíû ãðàôà ñâÿçàíû â ëèíåéíûé ñïèñîê ñ ýëåìåíòàìè-çàïèñÿìè òèïà ÂÅÐØÈÍÀ =
(Íîìåð, Ñîñåäè, Ñëåäóþùàÿ). Çäåñü ïîëå Ñëåäóþùàÿ ñîäåðæèò ññûëêó íà ñëåäóþùóþ âåðøè-
íó, à ïîëå Ñîñåäè ñîäåðæèò ññûëêó íà íà÷àëî ñïèñêà ñîñåäåé äàííîé âåðøèíû. Ñïèñîê ñîñåäåé
ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ-çàïèñåé òèïà ÑÎÑÅÄ = ( Ñîñåä, Ñëåäóþùèé_Ñîñåä), â êîòîðûõ Ñîñåä
� ýòî ññûëêà íà ýëåìåíò â ñïèñêå âåðøèí, ÿâëÿþùèéñÿ ñîñåäîì äàííîé âåðøèíû, à Ñëåäóþ-
ùèé_Ñîñåä óêàçûâàåò íà ñëåäóþùèé ýëåìåíò â ñïèñêå ñîñåäåé.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ãðàô G = (V,E):
V = {v1, v2, v3, v4, v5, v6},
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E = {e1 = (v1, v3), e2 = (v3, v2), e3 = (v4, v1), e4 = (v4, v5), e5 = (v5, v3), e6 = (v5, v6), e7 =
(v6, v6), e8 = (v2, v1)}. Îí ïîêàçàí íà ðèñ.3.

t t
t t t t
1

2

3

4

5 6
PPi

-

6 HH
HY��

����� ��
��1

HH
HH

HHY -

Ðèñ. 3: Ãðàô G

Ïîñòðîèì äëÿ íåãî îïðåäåëåííûå âûøå ïðåäñòàâëåíèÿ.
1) Ìàòðèöà ñìåæíîñòè.

AG =


0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 0 1

 .

2) Ìàòðèöà èíöèäåíòíîñòè.

BG =


1 0 −1 0 0 0 0 −1
0 −1 0 0 0 0 0 1
−1 1 0 0 −1 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 −1 1 1 0 0
0 0 0 0 0 −1 2 0

 .

3) Ñïèñêè ñìåæíîñòè.
Lv1 : v3; Lv4 : v1, v5;
Lv2 : v1; Lv5 : v3, v6;
Lv3 : v2; Lv6 : v6.

4) Ðåàëèçàöèÿ ñïèñêîâ ñìåæíîñòè ñ ïîìîùüþ ìàññèâîâ.
Çàìåòèì, ÷òî ïîëóñòåïåíü èñõîäà ó âåðøèí ãðàôà G íå ïðåâîñõîäèò 2. Ïîýòîìó îí ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí ñ ïîìîùüþ äâóõ ìàññèâîâ ÑÎÑÅÄÈ1 è ÑÎÑÅÄÈ2 êàê ýòî ïîêàçàíî â ñëåäóþùåé
òàáëèöå.

Âåðøèíû: 1 2 3 4 5 6
ÑÎÑÅÄÈ1 3 1 2 1 3 6
ÑÎÑÅÄÈ2 0 0 0 5 6 0

Òàáëèöà 1: Ïðåäñòàâëåíèå ãðàôà G ñ ïîìîùüþ ìàññèâîâ

5) Ðåàëèçàöèÿ ñïèñêîâ ñìåæíîñòè ñ ïîìîùüþ ñïèñêîâ ïðè ôèêñèðîâàííîì ÷èñëå ñîñåäåé
ïîêàçàíà íà ðèñ. 4.

6) Ïðè ñèëüíî ðàçëè÷àþùèõñÿ ñòåïåíÿõ âåðøèí ãðàô ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñïèñêîâ
äâóõ òèïîâ: ÂÅÐØÈÍÀ è ÑÎÑÅÄ. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå G ïîêàçàíî íà ðèñ. 5.
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1

3

2

4

5

6

×

×

× ×

?

?

?

?

6

?

6

6

Ðèñ. 4: Ïðåäñòàâëåíèå ãðàôà G ñ ïîìîùüþ ñïèñêîâ (ïîëóñòåïåíü èñõîäà t ≤ 2 )

- - - - -

- -? ? ? ? ? ?
1 2 3 4 5 6

× × × ×× × ×

×
6

? ?

6

? ??

6
ÂÅÐØÈÍÛ:

ÑÎÑÅÄÈ:

Ðèñ. 5: Îáùåå ïðåäñòàâëåíèå ãðàôà G ñ ïîìîùüþ ñïèñêîâ òèïà ÂÅÐØÈÍÀ è ÑÎÑÅÄ

2.4 Çàäà÷è

Çàäà÷à 2.1. Äîêàæèòå, ÷òî âî âñÿêîì àöèêëè÷åñêîì îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå èìååòñÿ õîòÿ
áû îäíà âåðøèíà, èç êîòîðîé íå âûõîäÿò ðåáðà, ò.å. ñ ïîëóñòåïåíüþ èñõîäà 0, è õîòÿ áû îäíà
âåðøèíà, â êîòîðóþ íå âõîäÿò ðåáðà, ò.å. ñ ïîëóñòåïåíüþ çàõîäà 0.

Çàäà÷à 2.2. Äîêàæèòå, ÷òî, åñëè ïîëóñòåïåíè çàõîäà ó âñåõ âåðøèí îðèåíòèðîâàííîãî ãðà-
ôà áîëüøå 0, òî â ýòîì ãðàôå èìååòñÿ öèêë.

Çàäà÷à 2.3. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ñòåïåíåé âñåõ âåðøèí ïðîèçâîëüíîãî íåîðèåíòèðîâàí-
íîãî ãðàôà ÷åòíà.

Ó ýòîé çàäà÷è èìååòñÿ ïîïóëÿðíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ: äîêàçàòü, ÷òî îáùåå ÷èñëî ðóêîïî-
æàòèé, êîòîðûìè îáìåíÿëèñü ëþäè, ïðèøåäøèå íà âå÷åðèíêó, âñåãäà ÷åòíî.

Çàäà÷à 2.4. Äîêàæèòå, ÷òî â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ÷èñëî âåðøèí íå÷åòíîé ñòåïåíè
âñåãäà ÷åòíî.

Çàäà÷à 2.5. Ïåðå÷èñëèòå âñå íåèçîìîðôíûå íåîðèåíòèðîâàííûå ãðàôû, ó êîòîðûõ íå áîëåå
÷åòûðåõ âåðøèí.

Çàäà÷à 2.6. Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîé ãðóïïå èç 6 ÷åëîâåê åñòü òðîå ïîïàðíî çíàêîìûõ èëè
òðîå ïîïàðíî íåçíàêîìûõ.

Çàäà÷à 2.7. Äîêàæèòå, ÷òî íåîðèåíòèðîâàííûé ñâÿçíûé ãðàô îñòàåòñÿ ñâÿçíûì ïîñëå óäà-
ëåíèÿ íåêîòîðîãî ðåáðà ↔ ýòî ðåáðî ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó öèêëó.

Çàäà÷à 2.8. Äîêàæèòå, ÷òî íåîðèåíòèðîâàííûé ñâÿçíûé ãðàô ñ n âåðøèíàìè
à) ñîäåðæèò íå ìåíåå n− 1 ðåáåð,
á) åñëè ñîäåðæèò áîëüøå n− 1 ðåáåð, òî èìååò ïî êðàéíåé ìåðå õîòü îäèí öèêë.

Çàäà÷à 2.9. Äîêàæèòå, ÷òî, åñëè â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå (áåç ïåòåëü) èìååòñÿ ðîâíî
äâå âåðøèíû íå÷åòíîé ñòåïåíè, òî îíè ñâÿçàíû ïóòåì.

Çàäà÷à 2.10. Äîêàæèòå, ÷òî íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (V,E) ñâÿçåí ↔ äëÿ êàæäîãî
ðàçáèåíèÿ V = V1 ∪ V2 ñ íåïóñòûìè V1 è V2 ñóùåñòâóåò ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå V1 ñ V2.

Çàäà÷à 2.11. Äîêàæèòå, ÷òî â ñâÿçíîì íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ëþáûå äâà ïðîñòûõ ïóòè
ìàêñèìàëüíîé äëèíû èìåþò îáùóþ âåðøèíó.
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Çàäà÷à 2.12. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòìû äëÿ ñëåäóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðåäñòàâëåíèé ãðàôà
G = (V,E) ñ n âåðøèíàìè è m ðåáðàìè è îöåíèòå èõ ñëîæíîñòü.

1) Ïðåîáðàçîâàòü ìàòðèöó ñìåæíîñòè â ñïèñêè ñìåæíîñòè.
2) Ïðåîáðàçîâàòü ñïèñêè ñìåæíîñòè â ìàòðèöó ñìåæíîñòè.
3) Ïðåîáðàçîâàòü ñïèñêè ñìåæíîñòè â ìàòðèöó èíöèäåíòíîñòè.
4) Ïðåîáðàçîâàòü ìàòðèöó èíöèäåíòíîñòè â ñïèñêè ñìåæíîñòè.

Çàäà÷à 2.13. Öèêë â ñâÿçíîì íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå íàçûâàåòñÿ Ýéëåðîâûì, åñëè îí
ïðîõîäèò ïî îäíîìó ðàçó ÷åðåç êàæäîå ðåáðî ãðàôà. Äîêàæèòå, ÷òî â òàêîì ãðàôå èìååòñÿ
Ýéëåðîâ öèêë òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñòåïåíè âñåõ åãî âåðøèí ÷åòíû (òàêèå ãðàôû
íàçûâàþòñÿ ÷åòíûìè).
Óêàçàíèå. Äîñòàòî÷íîñòü ìîæíî óñòàíîâèòü, äîêàçàâ ïðàâèëüíîñòü ñëåäóþùåé ïðîöåäóðû
ïîñòðîåíèÿ Ýéëåðîâà öèêëà.
1) Âûáðàòü ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó a è ïîñòðîèòü öèêë, íà÷èíàþùèéñÿ è çàêà÷èâàþùèéñÿ
â a, ñëåäóÿ ïðàâèëó (*): ïðèéäÿ â íåêîòîðóþ âåðøèíó, âûéòè èç íåå ïî ïðîèçâîëüíîìó ðåáðó,
åùå íå âêëþ÷åííîìó â öèêë.
2) Åñëè ïîñòðîåííûé öèêë ñîäåðæèò íå âñå ðåáðà, òî âûáðàòü ñðåäè âåðøèí, ÷åðåç êîòîðûå
îí ïðîõîäèò, ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó b, èíöèäåíòíóþ åùå íå ïðîéäåííîìó ðåáðó (ïî÷åìó òà-
êàÿ âåðøèíà íàéäåòñÿ?), è ïîñòðîèòü, íà÷èíàÿ ñ íåå, öèêë, ñëåäóÿ òîìó æå ïðàâèëó (*).
Îáúåäèíèòü ýòîò öèêë ñ ïîñòðîåííûì ðàíåå.
3) Ïîâòîðÿòü ïóíêò (2) äî òåõ ïîð, ïîêà ïîñòðîåííûé öèêë íå ñòàíåò Ýéëåðîâûì.

Çàäà÷à 2.14. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñâÿçíîãî íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G = (V,E)
îïèñàííûé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ Ýéëåðîâà öèêëà ìîæíî ðåàëèçîâàòü
çà âðåìÿ O(|E|).

Çàäà÷à 2.15. Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì èç çàäà÷è 2.13, îïðåäåëèòü ïî íåîðèåíòèðîâàííîìó ãðàôó
G = (V,E) ÷åòíûé ëè îí. Åñëè îí íå ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì, òî óäàëèòü èç íåãî ìèíèìàëüíîå
÷èñëî ðåáåð, ÷òîáû îí ñòàë ÷åòíûì. Ïîñòðîèòü â èñõîäíîì èëè â ïîëó÷èâøåìñÿ ïîñëå óäà-
ëåíèÿ ðåáåð ÷åòíîì ãðàôå Ýéëåðîâ öèêë.
V = {a, b, c, e, f, g, h, k,m, n}, E = {(a, c), (a, h), (a,m), (a, k), (b, c), (b, k), (b, f), (b,m), (c, k), (c,m),
(e, f), (e, g), (f, k), (f, n), (g,m), (g, h), (h, k), (h,m), (k, n)}.

Çàäà÷à 2.16. Íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (V,E) íàçûâàåòñÿ äâóäîëüíûì, åñëè åãî âåð-
øèíû ìîæíî ðàçáèòü íà äâå íåïåðåñåêàþùèõñÿ ÷àñòè X è Y (V = X ∪ Y,X ∩ Y = ∅) òàê,
÷òî êàæäîå ðåáðî èç e ∈ E ñîåäèíÿåò âåðøèíó èç X ñ âåðøèíîé èç Y . Òàêîé ãðàô òàêæå
íàçûâàåòñÿ áèõðîìàòè÷åñêèì, òàê êàê åãî âåðøèíû ìîæíî ðàñêðàñèòü â äâà öâåòà òàê, ÷òî
ñîñåäíèå âåðøèíû áóäóò îêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà.

Äîêàæèòå, ÷òî ãðàô ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåì íåò öèêëîâ
íå÷åòíîé äëèíû (òåîðåìà Ê¼íèãà).

Óêàçàíèå. Äîñòàòî÷íîñòü ìîæíî óñòàíîâèòü, äîêàçàâ ïðàâèëüíîñòü ñëåäóþùåé ïðîöå-
äóðû ðàçáèåíèÿ V íà X è Y ,
1) Âûáðàòü ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó v ∈ V, ïîìåñòèòü åå â X è îòìåòèòü çíàêîì +.
2) WHILE èìåþòñÿ íåîòìå÷åííûå âåðøèíû ñ îòìå÷åííûìè ñîñåäÿìè
2.1) DO { Ïîìåñòèòü âñå íåîòìå÷åííûå âåðøèíû ñ ñîñåäÿìè èç X â Y è îòìåòèòü èõ

çíàêîì - ;
2.2) Ïîìåñòèòü âñå íåîòìå÷åííûå âåðøèíû ñ ñîñåäÿìè èç Y â X è îòìåòèòü èõ

çíàêîì +
};

3) IF ïîñëå çàâåðøåíèÿ öèêëà 2 â V îñòàëèñü íåîòìå÷åííûå âåðøèíû
THEN ïîìåñòèòü ïðîèçâîëüíóþ òàêóþ âåðøèíó v â X, îòìåòèòü åå çíàêîì +
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è ñíîâà ïîâòîðèòü öèêë 2
ELSE âûäàòü â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà ïîëó÷åííûå ìíîæåñòâà: X � âåðøèíû, îòìå÷åí-

íûå +, è Y � âåðøèíû, îòìå÷åííûå -.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîððåêòíîñòè ýòîé ïðîöåäóðû óñòàíîâèòå, ÷òî â ïðîöåññå ðàçìåòêè
íè îäíà âåðøèíà íå ïîëó÷èò ñîñåäà ñ òîé æå ìåòêîé.

Çàäà÷à 2.17. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåé çàäà÷è, îïðåäåëèòü ÿâëÿåòñÿ ëè çàäàííûé
íèæå íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (V,E) äâóäîëüíûì. Åñëè îí íå äâóäîëüíûé, òî êàêîâî
ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ðåáåð, êîòîðûå íóæíî èç íåãî óäàëèòü, ÷òîáû îí ñòàë äâóäîëüíûì?
Ïðèâåäèòå îáîñíîâàíèå îòâåòà.
V = {a, b, c, e, f, g, h, k,m, n}, E = {(a, h), (a, n), (a, k), (b, k), (b, f), (b,m), (c, k), (c, h), (e, f), (e, g),
(f, a), (f,m), (g,m), (m,n)}.

Çàäà÷à 2.18. Ïóñòü èìååòñÿ ãðóïïà ñòóäåíòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ äîëæåí ñäàòü äâà
ýêçàìåíà ïî ïðåäìåòàì èç ìíîæåñòâà {p1, . . . , pn}. Ýêçàìåíû äîëæíû ïðîéòè â äâà äíÿ:
âòîðíèê è ÷åòâåðã. Çà äåíü ñòóäåíò ìîæåò ñäàòü òîëüêî îäèí ýêçàìåí.

Îïðåäåëèòå, êàêèå ýêçàìåíû íóæíî íàçíà÷èòü íà âòîðíèê è íà ÷åòâåðã, ÷òîáû êàæäûé
ñòóäåíò ñìîã ñäàòü îáà ñâîè ýêçàìåíà. Ìîæíî ëè ñîñòàâèòü òàêîå ðàñïèñàíèå, ÷òîáû êàæ-
äûé ýêçàìåí ïðèíèìàëñÿ òîëüêî â îäèí èç äíåé? Ïðåäëîæèòå ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì äëÿ
ñîñòàâëåíèÿ òàêîãî ðàñïèñàíèÿ (åñëè îíî ñóùåñòâóåò).

Çàäà÷à 2.19. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì ñëîæíîñòè O(|V |+|E|), êîòîðûé â íåîðèåíòèðîâàííîì
ãðàôå G = (V,E) óäàëÿåò êàæäóþ âåðøèíó v ñòåïåíè 2, çàìåíÿÿ èíöèäåíòíûå åé ðåáðà
(u, v) è (v, w) íà ðåáðî (u,w). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ðåçóëüòèðóþùåì ãðàôå íå äîëæíî îñòàòüñÿ
âåðøèí ñòåïåíè 2, ò.å. êàæäàÿ ëèíåéíàÿ öåïü çàìåíèòñÿ íà îäíî ðåáðî.

3 Íåîðèåíòèðîâàííûå è îðèåíòèðîâàííûå äåðåâüÿ

3.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Äåðåâüÿ ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç èíòåðåñíåéøèõ êëàññîâ ãðàôîâ, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ
ðàçëè÷íîãî ðîäà èåðàõè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Îïðåäåëåíèå 10. Íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô íàçûâàåòñÿ äåðåâîì, åñëè îí ñâÿçíûé è â íåì
íåò öèêëîâ.

Îïðåäåëåíèå 11. Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (V,E) íàçûâàåòñÿ (îðèåíòèðîâàííûì) äåðå-
âîì, åñëè
1) â íåì åñòü îäíà âåðøèíà r ∈ E, â êîòîðóþ íå âõîäÿò ðåáðà; îíà íàçûâàåòñÿ êîðíåì äåðåâà;
2) â êàæäóþ èç îñòàëüíûõ âåðøèí âõîäèò ðîâíî ïî îäíîìó ðåáðó;
3) âñå âåðøèíû äîñòèæèìû èç êîðíÿ.

Íà ðèñóíêå 6 ïîêàçàíû ïðèìåðû íåîðèåíòèðîâàííîãî äåðåâà G1 è îðèåíòèðîâàííîãî äåðåâà
G2. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî äåðåâî G2 ïîëó÷åíî èç G1 ñ ïîìîùüþ âûáîðà âåðøèíû c â
êà÷åñòâå êîðíÿ è îðèåíòàöèè âñåõ ðåáåð â íàïðàâëåíèè �îò êîðíÿ".

Ýòî íå ñëó÷àéíî. Äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î ñâÿçè ìåæäó íåîðè-
åíòèðîâàííûìè è îðèåíòèðîâàííûìè äåðåâüÿìè.

Ëåììà 3.1. Åñëè â ëþáîì íåîðèåíòèðîâàííîì äåðåâå G = (V,E) âûáðàòü ïðîèçâîëüíóþ âåð-
øèíó v ∈ V â êà÷åñòâå êîðíÿ è ñîðèåíòèðîâàòü âñå ðåáðà â íàïðàâëåíèè �îò êîðíÿ�, ò.å.
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Ðèñ. 6: Íåîðèåíòèðîâàííîå è îðèåíòèðîâàííîå äåðåâüÿ

ñäåëàòü v íà÷àëîì âñåõ èíöèäåíòíûõ åé ðåáåð, âåðøèíû, ñìåæíûå ñ v � íà÷àëàìè âñåõ
èíöèäåíòíûõ èì åùå íå ñîðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð è ò.ä., òî ïîëó÷åíûé â ðåçóëüòàòå îðèåí-
òèðîâàííûé ãðàô G′ áóäåò îðèåíòèðîâàííûì äåðåâîì.

Íåîðèåíòèðîâàííûå è îðèåíòèðîâàííûå äåðåâüÿ èìåþò ìíîãî ýêâèâàëåíòíûõ õàðàêòåðè-
ñòèê.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü G = (V,E) � íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâè-
âàëåíòíû.
(1) G ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì.
(2) Äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí â G èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ñîåäèíÿþùèé èõ ïóòü.
(3) G ñâÿçåí, íî ïðè óäàëåíèè èç E ëþáîãî ðåáðà ïåðåñòàåò áûòü ñâÿçíûì.
(4) G ñâÿçåí è |E| = |V | − 1.
(5) G àöèêëè÷åñêèé è |E| = |V | − 1.
(6) G àöèêëè÷åñêèé, íî äîáàâëåíèå ëþáîãî ðåáðà ê E ïîðîæäàåò öèêë.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1)⇒ (2): Åñëè áû â G íåêîòîðûå äâå âåðøèíû ñîåäèíÿëèñü äâóìÿ ïóòÿ-
ìè, òî, î÷åâèäíî, â G èìååëñÿ áû öèêë. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ äåðåâà â (1).
(2) ⇒ (3): Åñëè G ñâÿçåí, íî ïðè óäàëåíèè íåêîòîðîãî ðåáðà (u, v) ∈ E íå òåðÿåò ñâÿçíîñòè,
òî ìåæäó u è v èìååòñÿ ïóòü, íå ñîäåðæàùèé ýòî ðåáðî. Íî òîãäà â G èìååòñÿ íå ìåíåå äâóõ
ïóòåé, ñîåäèíÿþùèõ u è v, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (2).
(3)⇒ (4): Ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ (ñì. çàäà÷ó 2.8).
(4)⇒ (5): Åñëè G ñîäåðæèò öèêë è ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì, òî ïðè óäàëåíèè ëþáîãî ðåáðà èç öèêëà
ñâÿçíîñòü íå äîëæíà íàðóøèòüñÿ, íî ðåáåð îñòàíåòñÿ |E| = |V −2|, à ïî çàäà÷å 2.8(à) â ñâÿçíîì
ãðàôå äîëæíî áûòü íå ìåíåå |V − 1| ðåáåð. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî öèêëîâ
â G íåò è âûïîëíåíî óñëîâèå (5).
(5)⇒ (6): Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äîáàâëåíèå ðåáðà (u, v) ê E íå ïðèâåëî ê ïîÿâëåíèþ öèêëà. Òîãäà
â G âåðøèíû u è v íàõîäÿòñÿ â ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè. Òàê êàê |E| = |V −1|, òî â îäíîé
èç ýòèõ êîìïîíåíò, ïóñòü ýòî (V1, E1), ÷èñëî ðåáåð è ÷èñëî âåðøèí ñîâïàäàþò: |E1| = |V1|. Íî
òîãäà â íåé èìååòñÿ öèêë (ñì. çàäà÷ó 2.8 (á) ), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò àöèêëè÷íîñòè G.
(6)⇒ (1): Åñëè áû G íå áûë ñâÿçíûì, òî íàøëèñü áû äâå âåðøèíû u è v èç ðàçíûõ êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè. Òîãäà äîáàâëåíèå ðåáðà (u, v) ê E íå ïðèâåëîáû ê ïîÿâëåíèþ öèêëà, ÷òî ïðîòèâî-
ðå÷èò (6). Ñëåäîâàòåëüíî, G ñâÿçåí è ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì.
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Äëÿ îðèåíòèðîâàííûõ äåðåâüåâ ÷àñòî óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå èíäóêòèâíîå îïðå-
äåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 12. Îïðåäåëèì ïî èíäóêöèè êëàññ îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ D, íàçûâàåìûõ
äåðåâüÿìè. Îäíîâðåìåííî äëÿ êàæäîãî èç íèõ îïðåäåëèì âûäåëåííóþ âåðøèíó � êîðåíü.
1) Ãðàô T0 = (V,E), ñ åäèíñòâåííîé âåðøèíîé V = {v} è ïóñòûì ìíîæåñòâîì ðåáåð E = ∅
ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì (âõîäèò â D). Âåðøèíà v íàçûâàåòñÿ êîðíåì ýòîãî äåðåâà.
2) Ïóñòü ãðàôû T1 = (V1, E1), . . . , Tk = (Vk, Ek) ñ êîðíÿìè r1 ∈ V1, . . . , rk ∈ Vk ïðèíàäëåæàò
D, à r0 � íîâàÿ âåðøèíà, ò.å. r0 /∈

⋃k
i=1 Vi. Òîãäà êëàññó D ïðèíàäëåæèò òàêæå ñëåäóþùèé

ãðàô T = (V,E), ãäå V = {r0} ∪
⋃k

i=1 Vi, E = {(r0, ri) | i = 1, . . . , k} ∪
⋃k

i=1Ei. Êîðíåì ýòîãî
äåðåâà ÿâëÿåòñÿ âåðøèíà r0.
3) Äðóãèõ ãðàôîâ â êëàññå D íåò.

Ðèñóíîê 7 èëëþñòðèðóåò ýòî îïðåäåëåíèå.
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Ðèñ. 7: Èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå îðèåíòèðîâàííûõ äåðåâüåâ

Òåîðåìà 3.2. Îïðåäåëåíèÿ îðèåíòèðîâàííûõ äåðåâüåâ 11 è 12 ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. ⇒ Ïóñòü ãðàô G = (V,E) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì îïðåäåëåíèÿ 11. Ïî-
êàæåì èíäóêöèåé ïî ÷èñëó âåðøèí |V |, ÷òî G ∈ D.
Åñëè |V | = 1, òî åäèíñòâåííàÿ âåðøèíà v ∈ V ÿâëÿåòñÿ ïî ñâîéñòâó (1) êîðíåì äåðåâà, ò.å. â
ýòîì ãðàôå ðåáåð íåò: E = ∅. Òîãäà G = T0 ∈ D.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñÿêèé ãðàô ñ ≤ n âåðøèíàìè, óäîâëåòâîðÿþùèé îïðåäåëåíèþ 11 âõîäèò
â D. Ïóñòü ãðàô G = (V,E) ñ (n+ 1)-é âåðøèíîé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì îïðåäåëåíèÿ 11. Ïî
óñëîâèþ (1) â íåì èìååòñÿ âåðøèíà-êîðåíü r0. Ïóñòü èç r0 âûõîäèò k ðåáåð è îíè âåäóò â
âåðøèíû r1, . . . , rk (k ≥ 1). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Gi, (i = 1, . . . , k) ãðàô, âêëþ÷àþùèé âåðøèíû
Vi = {v ∈ V | v äîñòèæèìà èç ri} è ñîåäèíÿþùèå èõ ðåáðà Ei ⊆ E. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî Gi

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì óñëîâèÿì îïðåäåëåíèÿ 11. Äåéñòâèòåëüíî, â ri íå âõîäÿò ðåáðà, ò.å.
ýòà âåðøèíà � êîðåíü Gi. Â êàæäóþ èç îñòàëüíûõ âåðøèí èç Vi âõîäèò ïî îäíîìó ðåáðó êàê
è â G. Åñëè v ∈ Vi, òî îíà äîñòèæèìà èç êîðíÿ ri ïî îïðåäåëåíèþ ãðàôà Gi. Òàê êàê |Vi| ≤ n,
òî ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ Gi ∈ D. Òîãäà ãðàô G ïîëó÷åí ïî èíäóêòèâíîìó ïðàâèëó
(2) îïðåäåëåíèÿ 12 èç äåðåâüåâ G1, . . . , Gk è ïîýòîìó ïðèíàäëåæèò êëàññó D.
⇐ Åñëè íåêîòîðûé ãðàô G = (V,E) âõîäèò â êëàññ D, òî âûïîëíåíèå óñëîâèé (1)-(3) îïðåäå-

ëåíèÿ 11 äëÿ íåãî ëåãêî óñòàíîâèòü èíäóêöèåé ïî îïðåäåëåíèþ 11. Ïðåäîñòàâëÿåì ýòî ÷èòàòåëþ
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â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Ñ îðèåíòèðîâàííûìè äåðåâüÿìè ñâÿçàíà áîãàòàÿ òåðìèíîëîãèÿ, ïðèøåäøàÿ èç äâóõ èñòî÷-
íèêîâ: áîòàíèêè è îáëàñòè ñåìåéíûõ îòíîøåíèé.

Êîðåíü � ýòî åäèíñòâåííàÿ âåðøèíà, â êîòîðóþ íå âõîäÿò ðåáðà, ëèñòüÿ � ýòî âåðøèíû,
èç êîòîðûõ íå âûõîäÿò ðåáðà. Ïóòü èç êîðíÿ â ëèñò íàçûâàåòñÿ âåòâüþ äåðåâà. Âûñîòà äåðåâà
� ýòî ìàêñèìàëüíàÿ èç äëèí åãî âåòâåé. Ãëóáèíà âåðøèíû � ýòî äëèíà ïóòè èç êîðíÿ â ýòó
âåðøèíó. Äëÿ âåðøèíû v ∈ V , ïîäãðàô äåðåâà T = (V,E), âêëþ÷àþùèé âñå äîñòèæèìûå èç v
âåðøèíû è ñîåäèíÿþùèå èõ ðåáðà èç E, îáðàçóåò ïîääåðåâî Tv äåðåâà T ñ êîðíåì v (ñì. çàäà÷ó
3.3). Âûñîòà âåðøèíû v � ýòî âûñîòà äåðåâà Tv. Ãðàô, ÿâëÿþùèéñÿ îáúåäèíåíèåì íåñêîëüêèõ
íåïåðåñåêàþùèõñÿ äåðåâüåâ, íàçûâàåòñÿ ëåñîì.

Åñëè èç âåðøèíû v âåäåò ðåáðî â âåðøèíó w, òî v íàçûâàåòñÿ îòöîì èëè ðîäèòåëåì w, à w
� ñûíîì èëè ðåáåíêîì v (â ïîñëåäíåå âðåìÿ â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå ÷àùå óïîòðåáëÿåòñÿ
àñåêñóàëüíàÿ ïàðà òåðìèíîâ: ðîäèòåëü � ðåáåíîê). Èç îïðåäåëåíèÿ äåðåâà íåïîñðåäñòâåííî
ñëåäóåò, ÷òî ó êàæäîé âåðøèíû êðîìå êîðíÿ èìååòñÿ åäèíñòâåííûé îòåö. Åñëè èç âåðøèíû v
âåäåò ïóòü â âåðøèíó w, òî v íàçûâàåòñÿ ïðåäêîì w, à w � ïîòîìêîì v. Âåðøèíû, ó êîòîðûõ
îáùèé îòåö, íàçûâàþòñÿ áðàòüÿìè èëè ñåñòðàìè.

Îïðåäåëèì âàæíûé ïîäêëàññ îðèåíòèðîâàííûõ äåðåâåâ � áèíàðíûå èëè äâîè÷íûå äåðåâüÿ.

Îïðåäåëåíèå 13. Îðèåíòèðîâàííîå äåðåâî íàçûâàåòñÿ áèíàðíûì èëè äâîè÷íûì, åñëè ó
êàæäîé åãî âíóòðåííåé âåðøèíû èìååòñÿ íå áîëåå äâóõ ñûíîâåé, ïðè÷åì ðåáðà, âåäóùèå ê íèì
ïîìå÷åíû äâóìÿ ðàçíûìè ìåòêàìè (îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ ìåòêè èç ïàð: �ëåâûé� � �ïðàâûé�,
0 � 1, + � − è ò.ï.)

Áèíàðíîå äåðåâî íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè ó êàæäîé åãî âíóòðåííåé âåðøèíû èìååòñÿ
äâà ñûíà è âñå åãî âåòâè èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó.

Íåñëîæíî ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî ëèñòüåâ è âåðøèí ó ïîëíûõ áèíàðíûõ äåðåâüåâ.

Ëåììà 3.2. Ïîëíîå áèíàðíîå äåðåâî âûñîòû h ñîäåðæèò 2h ëèñòüåâ è (2h+1 − 1) âåðøèí.

Âûäåëèì åùå îäèí êëàññ ãðàôîâ, îáîáùàþùèé îðèåíòèðîâàííûå äåðåâüÿ, �îðèåíòèðîâàí-
íûå àöèêëè÷åñêèå ãðàôû. Ó ýòèõ ãðàôîâ ìîæåò áûòü íåñêîëüêî êîðíåé � âåðøèí, â êîòîðûå íå
âõîäÿò ðåáðà, è â êàæäóþ âåðøèíó ìîæåò âõîäèòü íåñêîëüêî ðåáåð, à íå îäíî, êàê ó äåðåâüåâ.

3.2 Ïðåäñòàâëåíèÿ äåðåâüåâ

Ïîñêîëüêó äåðåâî � ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ãðàôà, òî êàæäîå èç ðàññìîòðåííûõ â ðàçäåëå 2 ïðåä-
ñòàâëåíèé ãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ òàêæå è ïðåäñòàâëåíèåì äåðåâüåâ. Êðîìå ýòîãî ìîæíî îïðåäåëèòü
íåñêîëüêî ñïåöèàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé äåðåâüåâ.

3.2.1 Ñûëêà íà âåðøèíó-îòöà

Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ, èñïîëüçóþùèõ äåðåâüÿ, òðåáóåòñÿ ïåðåìåùàòüñÿ ïî äåðåâó òîëüêî îò
âåðøèí-ïîòîìêîâ ê âåðøèíàì-ïðåäêàì. Â ýòîì ñëó÷àå äåðåâî T ñ n âåðøèíàìè v1, . . . , vn ìîæíî
çàäàòü ñ ïîìîùüþ ìàññèâà ÎÒÅÖ[1..n], â êîòîðîì ýëåìåíò ÎÒÅÖ[i] ÿâëÿåòñÿ íîìåðîì âåðøèíû,
ÿâëÿþùåéñÿ îòöîì âåðøèíû vi. Ïðèçíàêîì êîðíÿ ìîæåò áûòü çíà÷åíèå 0 â ýòîì ìàññèâå.

3.2.2 Ñêîáî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå

Äåðåâî � �äâóìåðíûé"îáúåêò. Íî åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé ñòðîêè, åñëè èñïîëü-
çîâàòü ïîäõîäÿùóþ ñêîáî÷íóþ ñòðóêòóðó. Îïðåäåëèì ñêîáî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ÑÏ(T ) äåðåâà
T, ñëåäóÿ èíäóêòèâíîìó îïðåäåëåíèþ 12 îðèåíòèðîâàííîãî äåðåâà.
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Áàçèñ. Åñëè T = ({v}, ∅) � äåðåâî èç îäíîé âåðøèíû v, òî ÑÏ(T ) = v.
Èíäóêöèîííûé øàã. Åñëè äåðåâî T ïîëó÷åíî ïî ïóíêòó (2) îïðåäåëåíèÿ 12 ïóòåì ïðèñîåäèíå-
íèÿ äåðåâüåâ T1, . . . , Tk ê íîâîìó êîðíþ r, òî ÑÏ(T ) = r(ÑÏ(T1), . . . ,ÑÏ(Tk)).

Ïðèìåð 3. Íàïðèìåð, cêîáî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå äåðåâà G2, ïîêàçàííîãî íà ðèñ. 6, èìååò âèä
ÑÏ(G2) = c(a, (d(e(f), g, h(k)), b).

ßñíî, ÷òî ïî ñêîáî÷íîìó ïðåäñòàâëåíèþ ÑÏ(T ) èñõîäíîå äåðåâî T âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíî-
çíà÷íî. Îáðàòíîå ñïðàâåäëèâî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ñûíîâåé êàæäîé âåðøèíû. Åñëè òàêîé
ïîðÿäîê çàôèêñèðîâàí, òî ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî.

3.2.3 Ïðåäñòàâëåíèå ìíîæåñòâîì ïóòåé

Ìíîæåñòâî âñåõ ïóòåé, íà÷èíàþùèõñÿ â êîðíå äåðåâà, î÷åâèäíî, îäíîçíà÷íî çàäàåò åãî ñòðóêòó-
ðó. Õîòÿ òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ èçáûòî÷íûì (íàïðèìåð, âñå ïóòè äî âíóòðåííèõ âåðøèí
ìîæíî âîññòàíîâèòü ïî ïóòÿì äî ëèñòüåâ), îíî èñïîëüçóåòñÿ íà ïðàêòèêå ïðè ïðåäñòàâëåíèè
èåðàðõè÷åñêîé ñòðóêòóðû äîêóìåíòîâ è êíèã â èõ ñîäåðæàíèÿõ è îãëàâëåíèÿõ.

Ïðèìåð 4. Äëÿ äåðåâà G2, ïîêàçàííîãî íà ðèñ. 6, òàêîå ïðåäñòàâëåíèå èìååò âèä:
c
c.a
c.d
c.d.e
c.d.e.f
c.d.g
c.d.h
c.d.h.k
c.b

3.2.4 Ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå áèíàðíîãî äåðåâà

Èç êàæäîé âíóòðåííåé âåðøèíû áèíàðíîãî äåðåâà âûõîäèò íå áîëåå äâóõ äóã � îäíà âåäåò
ê ëåâîìó ñûíó, äðóãàÿ � ê ïðàâîìó. Ñòàíäàðòíûì ïðåäñòàâëåíèåì áèíàðíîãî äåðåâà ÿâëÿåòñÿ
ñïèñêîâàÿ ñòðóêòóðà, ñîñòîÿùàÿ èç ýëåìåíòîâ-çàïèñåé òèïà

ÂÅÐØÈÍÀ = (Íîìåð, ËÅÂ, ÏÐÀÂ),
ãäå ËÅÂ � ýòî ññûëêà íà ëåâîãî ñûíà âåðøèíû, à ÏÐÀÂ � íà ïðàâîãî. Òàêàÿ ñòðóêòóðà ïîçâî-
ëÿåò ýôôåêòèâíî ïåðåõîäèòü îò âåðøèí-ïðåäêîâ ê âåðøèíàì-ïîòîìêàì. Åñëè â çàäà÷å íóæíî
òàêæå ïåðåäâèãàòüñÿ ïî äåðåâó â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè, òî â çàïèñü ìîæíî äîáàâèòü ïîëå
ÎÒÅÖ, óêàçûâàþùåå íà âåðøèíó-îòöà äàííîé âåðøèíû.

3.2.5 Ïðåäñòàâëåíèå áèíàðíîãî äåðåâà ñ ïîìîùüþ ìàññèâà

Äëÿ ïîëíûõ è áëèçêèõ ê íèì áèíàðíûõ äåðåâüåâ T = ({v1, . . . , vn}, E) ýôôåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ
ïðåäñòàâëåíèå ñ ïîìîùüþ îäíîãî öåëî÷èñëåííîãî ìàññèâà A[1..N ], îïðåäåëÿåìîãî ñëåäóþùèì
îáðàçîì:
A[1] � êîðåíü äåðåâà T , A[2i] � ëåâûé ñûí âåðøèíû A[i], A[2i+ 1] � ïðàâûé ñûí âåðøèíû A[i].
Åñëè ñîîòâåòñòâóþùåãî ñûíà íåò, òî çíà÷åíèå ðàâíî 0. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ïîçâîëÿåò ëåãêî ïå-
ðåìåùàòüñÿ ïî äåðåâó ñâåðõó âíèç è ñíèçó ââåðõ, èñïîëüçóÿ óìíîæåíèå è äåëåíèå íà 2. Ðàçìåð
N ìàññèâà A, ïðåäñòàâëÿþùåãî äåðåâî âûñîòû h ðàâåí O(2h). Ïîýòîìó äëÿ �ðåäêèõ� äåðå-
âüåâ èëè äåðåâüåâ, ó êîòîðûõ îäíà âåòâü êîòîðûõ íàìíîãî äëèííåå äðóãèõ, ýòî ïðåäñòàâëåíèå
íåýôôåêòèâíî.
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3.2.6 Ïðåäñòàâëåíèå ïðîèçâîëüíîãî äåðåâà ñ ïîìîùüþ áèíàðíîãî

Ïðîèçâîëüíîå äåðåâî ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñ ïîìîùüþ áèíàðíîãî äåðåâà ñ ñîõðàíåíèåì ÷èñëà
âåðøèí è äóã. Ìû îïðåäåëèì èíäóêòèâíî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå Bin(T1, . . . , Tn) äëÿ ëåñà äåðå-
âüåâ T1, . . . , Tk.
Áàçèñ. Åñëè n = 1 è T1 = ({v}, ∅) � äåðåâî èç îäíîé âåðøèíû v, òî Bin(T1) = T1.
Èíäóêöèîííûé øàã. Åñëè äåðåâî T1 ïîëó÷åíî ïî ïóíêòó (2) îïðåäåëåíèÿ 12 ïóòåì ïðèñîåäè-
íåíèÿ äåðåâüåâ T11, . . . , T1k ê íîâîìó êîðíþ r, òî Bin(T1, . . . , Tn) èìååò êîðåíü r, ëåâûì ñûíîì
ýòîãî êîðíÿ ïðè k > 0 ÿâëÿåòñÿ êîðåíü áèíàðíîãî äåðåâà Bin(T11, . . . , T1k), à ïðàâûì ñûíîì
ïðè n > 1 ÿâëÿåòñÿ êîðåíü áèíàðíîãî äåðåâà Bin(T2, . . . , Tn).

Ïðèìåð 5. Ïðèìåíèâ ýòè ðåêêóðåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ ê äåðåâó G2, ïîêàçàííîìó íà ðèñ. 6,
ïîëó÷èì áèíàðíîå äåðåâî Bin(G2), ïîêàçàííîå íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå.
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Ðèñ. 8: Áèíàðíîå ïðåäñòàâëåíèå Bin(G2) äåðåâà G2 ñ ðèñ. 6

Äîñòàòî÷íî íåî÷åâèäíîå ðåêóðñèâíîå ïðàâèëî, îïðåäåëÿþùåå Bin(T ), ìîæíî ïðîñòî ïåðå-
ôîðìóëèðîâàòü â âèäå ëîêàëüíîãî ïðàâèëà, îïðåäåëÿþùåãî ëåâîãî è ïðàâîãî ñûíîâåé êàæäîé
âåðøèíû: â Bin(T ) ëåâûì ñûíîì âåðøèíû v ÿâëÿåòñÿ åå ïåðâûé ñûí â T, à ïðàâûì ñûíîì �
ïðàâûé áðàò â â T. Ýòî ïðàâèëî îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò Bin(T ) äëÿ óïîðÿäî÷åííîãî äåðåâà ñ
ôèêñèðîâàííûì ïîðÿäêîì ñûíîâåé êàæäîé âåðøèíû.

3.3 Äåðåâüÿ è ôîðìóëû (âûðàæåíèÿ)

Íàïîìíèì îáùåå ïîíÿòèå ôîðìóëû íàä ñèñòåìîé ôóíêöèé B. Àíàëîãè÷íûå ñèíòàêñè÷åñêèå
îáúåêòû â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ íàçâàþòñÿ òåðìàìè, à â ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ òàêèå êîí-
ñòðóêöèè ÷àñòî íàçûâàþòñÿ âûðàæåíèÿìè.

Èòàê, ôîðìóëà íàä ìíîæåñòâîì ôóíêöèé F, ìíîæåñòâîì êîíñòàíò C è ìíîæåñòâîì ïåðå-
ìåííûõ Var îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêòèâíî ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì.

• Ïåðåìåííàÿ èç Var åñòü ôîðìóëà.

• Êîíñòàíòà èç C åñòü ôîðìóëà.

• Åñëè g1, . . . , gk � ôîðìóëû, à f (k) � k-ìåñòíàÿ ôóíêöèÿ èç F, òî f(g1, . . . , gk) � ýòî
ôîðìóëà.
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Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ôîðìóë ÷åðåç F(F,C,Var).
Ðàññìîòðèì êëàññ óïîðÿäî÷åííûõ ðàçìå÷åííûõ äåðåâüåâ T (F,C,Var), ëèñòüÿ êîòîðûõ ïî-

ìå÷åíû ýëåìåíòàìè èç (C ∪ Var), à âíóòðåííèå âåðøèíû � ôóíêöèÿìè èç F, ïðè÷åì, åñëè
âåðøèíà ïîìå÷åíà ñèìâîëîì k-ìåñòíîé ôóíêöèè èç F, òî ó íåå èìååòñÿ k ñûíîâåé.

mx1)x ∈ Var ⇔ Tx :

mcc ∈ C ⇔ Tc :

2) Φ = fk(g1, . . . , gk) è gi ⇔ Ti ñ êîðíåì ri

TΦ : m
m mt t t
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Ðèñ. 9: Èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå ñâÿçè ìåæäó ôîðìóëàìè è äåðåâüÿìè

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ìåæäó ìíîæåñòâîì ôîðìóë F(F,C,Var) è ìíîæåñòâîì äåðåâüåâ
T (F,C,Var) èìååòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñîîòâåòñòâèå ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî îïðåäåëåíèÿì ôîð-
ìóë è äåðåâüåâ. Îíî ïîêàçàíî âûøå íà ðèñ. 9.

Ïðèìåð 6. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, êëàññ îáû÷íûõ àðèôìåòè÷åñêèõ ôîðìóë íàä ìíîæå-
ñòâîì ôóíêöèé F = {+,−, ∗, :}, öåëî÷èñëåííûõ êîíñòàíò C = {0, 1, 2, . . .} è ïåðåìåííûõ
Var = {x, y, z, . . .}. Ïóñòü ôîðìóëà Φ = +(∗(5,+(x, 7)), (: (y,+(x, 7))) (åå îáû÷íîå ïðåäñòàâëå-
íèå Φ = 5 ∗ (x+ 7) + y : (x+ 7) )

Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäëîæåíèåì 3.1 ýòà ôîðìóëà ïðåäñòàâëÿåòñÿ äåðåâîì TΦ, èçîáðà-
æåííîì íà ðèñ. 10.
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Ðèñ. 10: Äåðåâî TΦ

Íà ýòîì ðèñóíêå íå óêàçàíû ÿâíî íîìåðà ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç âíóòðåííèõ âåðøèí äåðå-
âà, êîòîðûå èäåíòèôèöèðóþò ïîðÿäîê àðãóìåíòîâ îïåðàöèé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ êîì-
ìóòàòèâíûõ îïåðàöèé +, * ýòî íåñóùåñòâåííî, à äëÿ íåêîììóòàòèâíûõ, òàêèõ, êàê :, ïåðâûé
àðãóìåíò ðàñïîëîæåí ëåâåå âòîðîãî.
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Çàìåòèì, ÷òî ó äåðåâüåâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ àðèôìåòè÷åñêèå èëè ëîãè÷åñêèå (áóëåâñêèå)
ôîðìóëû, âíóòðåííèå âåðøèíû èìåþò íå áîëåå 2-õ ñûíîâåé, ò.å. îíè ÿâëÿþòñÿ áèíàðíûìè.

Îðèåíòèðîâàííûå àöèêëè÷åñêèå ãðàôû òàêæå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ôîðìóë.
Îíè ïîëó÷àþòñÿ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ äåðåâüåâ ïðè ñêëåèâàíèè âåðøèí, ïðåäñòàâëÿþùèõ îäè-
íàêîâûå ïîäôîðìóëû. Äëÿ ôîðìóëû Φ = 5 ∗ (x+ 7) + y : (x+ 7) òàêîé ãðàô GΦ ïîëó÷àåòñÿ ïðè
ñêëåèâàíèè âåðøèí v5 è v7 äåðåâà TΦ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ïîäôîðìóëó (x+ 7).
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Ðèñ. 11: Àöèêëè÷åñêèé ãðàô GΦ

Íà ýòîì ðèñóíêå ÿâíî óêàçàíû íîìåðà ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç âåðøèíû v3, êîòîðûå îïðåäå-
ëÿþò ïîðÿäîê àðãóìåíòîâ ïðèïèñàííîé ýòîé âåðøèíå îïåðàöèè :. ßñíî, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè
òàêîãî óêàçàíèÿ è èñïîëüçîâàíèè ïîðÿäêà �ïî óìîë÷àíèþ� � ïåðâûé àðãóìåíò ñëåâà � ãðàô
ïðåäñòàâëÿë áû äðóãîå âûðàæåíèå.

3.4 Îáõîäû äåðåâüåâ

×àñòî ïðè îáðàáîòêå ïðåäñòàâëåííîé â äåðåâå èíôîðìàöèè òðåáóåòñÿ îáîéòè íåêîòîðûì ðå-
ãóëÿðíûì ñïîñîáîì âñå åãî âåðøèíû. Èìååòñÿ äâà åñòåñòâåííûõ ñòàíäàðòíûõ ñïîñîáà îáõîäà
äåðåâüåâ. Êàæäûé èç íèõ ïîçâîëÿåò ëèíåéíî óïîðÿäî÷èòü âåðøèíû äåðåâà è òåì ñàìûì ïðåä-
ñòàâèòü åãî �äâóìåðíóþ ñòðóêòóðó� â âèäå ëèíåéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðøèí.

Ïðÿìîé (ïðåôèêñíûé) îáõîä äåðåâà îñíîâàí íà ïðèíöèïå: �ñíà÷àëà ðîäèòåëü, çàòåì äåòè�.
Îïðåäåëèì èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ äåðåâà T â îïðåäåëåíèè 12 åãî ïðÿìîå ïðåäñòàâëåíèå
ÏÐ(T ) ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1) Åñëè T0 = ({v}, ∅), òî ÏÐ(T0) = v.
2) Åñëè T ïîëó÷åíî èç äåðåâüåâ T1, . . . , Tk è íîâîãî êîðíÿ r0 ïî ïóíêòó (2) îïðåäåëåíèÿ 12

òî ÏÐ(T ) = r0 ÏÐ(T1) . . .ÏÐ(Tk).
Îáðàòíûé (ñóôôèêñíûé) îáõîä äåðåâà îñíîâàí íà ïðîòèâîïîëîæíîì ïðèíöèïå: �ñíà÷àëà

äåòè, çàòåì ðîäèòåëü�. Âîò åãî èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå.
1) Åñëè T0 = ({v}, ∅), òî ÎÁÐ(T0) = v.
2) Åñëè T ïîëó÷åíî èç äåðåâüåâ T1, . . . , Tk è íîâîãî êîðíÿ r0 ïî ïóíêòó (2) îïðåäåëåíèÿ 12,

òî ÎÁÐ(T ) = ÎÁÐ(T1) . . .ÎÁÐ(Tk) r0.
Äëÿ áèíàðíûõ äåðåâüåâ, âíóòðåííèå âåðøèíû êîòîðûõ èìåþò íå áîëåå 2-õ ñûíîâåé, ïî-

ìå÷åííûõ êàê �ëåâûé� è �ïðàâûé�, ìîæíî åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü åùå îäèí ñïîñîá îáõîäà �
èíôèêñíûé (âíóòðåííèé) îáõîä, îñíîâàííûé íà ïðèíöèïå: �ñíà÷àëà ëåâûé ñûí, çàòåì ðîäèòåëü,
à çàòåì ïðàâûé ñûí�. Îí îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1) Åñëè T0 = ({v}, ∅), òî ÈÍÔ(T0) = v.
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2) Åñëè T ïîëó÷åíî èç äåðåâüåâ T1, T2 è íîâîãî êîðíÿ r0 ïî ïóíêòó (2) îïðåäåëåíèÿ 12, òî
ÈÍÔ(T ) = ÈÍÔ(T1)r0ÈÍÔ(T2).
(Åñëè îäíî èç äåðåâüåâ T1, T2 ïóñòî, òî ñîîòâåòñòâóþùåå åìó èíôèêñíîå ïðåäñòàâëåíèå òîæå
ïóñòî).

Ïðèìåð 7. Ïîñòðîèì â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèìè îïðåäåëåíèÿìè òðè ðàçíûõ îáõîäà áèíàðíîãî
äåðåâà TΦ, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 10 (â ñêîáêàõ ïîñëå âåðøèíû óêàçàíà åå ìåòêà).

ÏÐ(TΦ) = v1(+)v2(∗)v4(5)v5(+)v8(x)v9(7)v3(:)v6(y)v7(+)v10(x)v11(7).
ÎÁÐ(TΦ) = v4(5)v8(x)v9(7)v5(+)v2(∗)v6(y)v10(x)v11(7)v7(+)v3(:)v1(+).
ÈÍÔ(TΦ) = v4(5)v2(∗)v8(x)v5(+)v9(7)v1(+)v6(y)v3(:)v10(x)v7(+)v11(7).

Äëÿ óïîðÿäî÷åííîãî ðàçìå÷åííîãî äåðåâà T èç êëàññà T (F,C,Var) ïî ëþáîìó èç óêàçàííûõ
îáõîäîâ ÏÐ(T ),ÎÁÐ(T ) è, åñëè äåðåâî áèíàðíîå, � ÈÍÔ(T ) ìîæíî îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü
ñàìî äåðåâî T (ñì. çàäà÷ó 3.9).

Çàìå÷àíèå. Äëÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ïðèëîæåíèé îñîáåííî èíòåðåñåí îáðàòíûé îáõîä, èíîãäà
íàçûâàåìûé îáðàòíîé ïîëüñêîé çàïèñüþ. Çà îäèí ïðîõîä ïî òàêîé çàïèñè ìîæíî âû÷èñëèòü
çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî âûðàæåíèÿ, èñïîëüçóÿ ñòåê, èëè îòêîìïèëèðîâàòü åãî. Íàïîìíèì
ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ ïî îáðàòíîé çàïèñè: äâèæåìñÿ ïî íåé ñëåâà íàïðàâî, ïðè ïðîõîæäåíèè
êîíñòàíò èëè ïåðåìåííûõ âòàëêèâàåì èõ çíà÷åíèÿ â ñòåê, à ïðè ïðîõîæäåíèè k-ìåñòíîé ôóíê-
öèè çàìåíÿåì k âåðõíèõ ýëåìåíòîâ ñòåêà íà çíà÷åíèå ýòîé ôóíêöèè îò íèõ. Â ðåçóëüòàòå ïîñëå
çàâåðøåíèÿ ïðîõîäà ïî çàïèñè íà ñòåêå îñòàíåòñÿ çíà÷åíèå âû÷èñëÿåìîãî âûðàæåíèÿ.

Êàæäîå èç óêàçàííûõ ðåêóðñèâíûõ îïðåäåëåíèé îáõîäîâ ÏÐ, ÎÁÐ è ÈÍÔ ìîæíî åñòåñòâåí-
íî ïðåîáðàçîâàòü â ðåêóðñèâíóþ ïðîöåäóðó íà ëþáîì ñîâðåìåííîì ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Ïðàâèëüíîñòü òàêèõ ïðîöåäóð ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì èõ îïðåäåëåíèé, íî èñ-
ïîëüçîâàíèå â ðåàëèçàöèè óíèâåðñàëüíûõ ìåòîäîâ äåëàåò èõ çà÷àñòóþ ìåíåå ýôôåêòèâíûìè,
÷åì ñîîòâåòñòâóþùèå íåðåêóðñèâíûå ïðîöåäóðû. Ìû ïðèâåäåì çäåñü íåðåêóðñèâíóþ ïðîöåäó-
ðó äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíôèêñíîãî îáõîäà áèíàðíîãî äåðåâà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èñõîäíîå äåðåâî
ïðåäñòàâëåíî ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì: êàæäàÿ âåðøèíà � ýòî ýëåìåíò òèïà ÂÅÐØÈÍÀ = (Íî-
ìåð, ËÅÂ, ÏÐÀÂ). Äîñòóï ê äåðåâó îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç ïàðàìåòð ÊÎÐÅÍÜ - ññûëêó íà
åãî êîðåíü. Â àëãîðèòìå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñòåê âåðøèí S ñî ñòàíäàðòíûìè îïåðàöèÿìè:
PUSH(S, v) � ïîìåñòèòü (ññûëêó íà )âåðøèíó v íà âåðõ ñòåêà S, POP (S) � óäàëèòü âåðõ-
íèé ýëåìåíò ñòåêà, TOP (S) � ôóíêöèÿ, âîçâðàùàþùàÿ âåðõ ñòåêà S è EMTY (S) � ïðåäèêàò,
îïðåäåëÿþùèé ïóñòîòó ñòåêà S. Ïåðåìåííàÿ CUR áóäåò óêàçûâàòü íà òåêóùóþ âåðøèíó â îáõî-
äå, öåëî÷èñëåííàÿ ïåðåìåííàÿ NOMER áóäåò ñîäåðæàòü íîìåð òåêóùåé âåðøèíû. Ðåçóëüòàò
àëãîðèòìà � ìàññèâ NUM , â êîòîðîì äëÿ êàæäîé âåðøèíû v óêàçàí åå íîìåð â èíôèêñíîì
ïîðÿäêå NUM [v].

Àëãîðèòì ÈÍÔ

1. CUR := ÊÎÐÅÍÜ; NOMER := 1;
2. PUSH(S,CUR); CUR := CUR. ËÅÂ;
3. WHILE (CUR 6= NIL) or NOT EMPTY(S) DO
4. {WHILE (CUR 6= NIL) DO
5. { PUSH(S,CUR); CUR := CUR. ËÅÂ};
6. CUR := TOP(S); POP(S);
7. NUM[CUR] :=NOMER; NOMER := NOMER+1;
8. CUR := CUR.ÏÐÀÂ
9. }
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Òåîðåìà 3.3. Àëãîðèòì ÈÍÔ ñòðîèò èíôèêñíûé îáõîä áèíàðíîãî äåðåâà T = (V,E) ñ n
âåðøèíàìè çà âðåìÿ O(n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè äåðåâî T ñîñòîèò èç îäíîé âåðøèíû, òî â ñòð. 2 îíà áóäåò ïîìåùåíà
â ñòåê S, â ñòð. 6 � óäàëåíà èç íåãî, â ñòð. 7 ïîëó÷èò íîìåð 1, ïîñëå ÷åãî àëãîðèòì çàâåðøèòñÿ,
òàê êàê S áóäåò ïóñò.

Äëÿ äåðåâà T ñ ÷èñëîì âåðøèí n > 1 äîêàçàòåëüñòâî ïðàâèëüíîñòè ÈÍÔ ïðîâåäåì èíäóê-
öèåé ïî íîìåðó t âåðøèíû â èíôèêñíîì ïîðÿäêå. Èìåííî, ïîêàæåì, ÷òî íîìåð 1 ÈÍÔ äàåòñÿ
âåðíî è ÷òî èç ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî íîìåð t ïðèñâàèâàåòñÿ âåðíî, ìîæíî âûâåñòè, ÷òî
è íîìåð t + 1 òàêæå ïðèñâàèâàåòñÿ âåðíî. Íàì ïîòðåáóåòñÿ áîëåå ñèëüíîå èíäóêòèâíîå ïðåä-
ïîëîæåíèå, â êîòîðîì èñïîëüçóåòñÿ îäíî âñïîìîãàòåëüíîå ïîíÿòèå. Ëåâûé ïóòü èç êîðíÿ â
âåðøèíó v � ýòî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêèõ âåðøèí vi1 , . . . , vil íà ïóòè p = v0, v1, . . . , vk = v
èç êîðíÿ v0 â v, ó êîòîðûõ ëåâûå ñûíîâüÿ òàêæå íàõîäÿòñÿ íà p.

Óòâåðæäåíèå. Äëÿ êàæäîãî 1 ≤ t ≤ n ÈÍÔ ïðèñâàèâàåò íîìåð t â ñòð.7 âåðøèíå CUR
âåðíî è â ýòîò ìîìåíò â ñòåêå S ëåæèò ëåâûé ïóòü â âåðøèíó CUR.

Áàçèñ. Ïðîâåðèì, ÷òî íîìåð t = 1 ïðèñâàèâàåòñÿ âåðøèíå, êîòîðàÿ èäåò ïåðâîé â èí-
ôèêñíîì ïîðÿäêå. Èç îïðåäåëåíèÿ ýòîãî ïîðÿäêà ñëåäóåò, ÷òî ýòî ñàìàÿ ëåâàÿ âåðøèíà T, ò.å.
ïîñëåäíÿÿ âåðøèíà íà ñàìîì ëåâîì ïóòè â äåðåâå ( ó íåå íåò ëåâîãî ñûíà). Àëãîðèòì ÈÍÔ
â ñòð. 2 ïîìåñòèò â S êîðåíü, çàòåì â öèêëå â ñòð. 4-5 ïîìåñòèò â S ñàìûé ëåâûé ïóòü â T, â
ñòð. 6 ñäåëàåò åãî ïîñëåäíþþ âåðøèíó òåêóùåé è óáåðåò èç S, à â ñòð. 7 ïðèñâîèò åé íîìåð 1.
Â ýòîò ìîìåíò â â ñòåêå S áóäåò ëåæàòü ëåâûé ïóòü â CUR.

Øàã èíäóêöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî t ≥ 1 Óòâåðæäåíèå âûïîëíåíî. Ïîêàæåì,
÷òî îíî áóäåò âûïîëíåíî è äëÿ t+ 1.

Ïóñòü íîìåð t ïîëó÷èëà âåðøèíà v. Êàêàÿ âåðøèíà w äîëæíà ñëåäîâàòü çà v â èíôèêñíîì
ïîðÿäêå? Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ.

1) Ó v åñòü ïðàâûé ñûí v′. Òîãäà w � ýòî ñàìàÿ ëåâàÿ âåðøèíà â ïîääåðåâå ñ êîðíåì v′ �
îíà ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé â èíôèêñíîé íóìåðàöèè ýòîãî ïîääåðåâà (ñì. ðèñ. 12 ñëåâà).
Â ýòîì ñëó÷àå àëãîðèòì ÈÍÔ â ñòð. 8 ñäåëàåò âåðøèíó v′ òåêóùåé, çàòåì â öèêëå â ñòð. 4-5
äîáàâèò â S ýòó âåðøèíó è ñàìûé ëåâûé ïóòü èç íåå â w. Ïîñëå ýòîãî â ñòð. 6 CUR ïîëó÷èò
çíà÷åíèå w, w ïîêèíåò ñòåê è â ñòð. 7 åé ïðèñâîèòñÿ ïðàâèëüíûé íîìåð t+ 1. Â ýòîò ìîìåíò â
â ñòåêå S áóäåò ëåæàòü ëåâûé ïóòü â CUR=w.
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Ðèñ. 12: Èíôèêñíûé ïîðÿäîê íà âåðøèíàõ: âåðøèíà w íåïîñðåäñòâåííî ïîñëå v

2) Ó v íåò ïðàâîãî ñûíà, íî ëåâûé ïóòü èç êîðíÿ â v íåïóñò. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ èíôèêñ-
íîãî ïîðÿäêà ñëåäóåò, ÷òî w � ýòî ïîñëåäíÿÿ âåðøèíà íà ëåâîì ïóòè èç êîðíÿ â v (ñì. ðèñ. 12
ñïðàâà).
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Â ýòîì ñëó÷àå ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè â ìîìåíò ïðèñâîåíèÿ íîìåðà t âåðøèíå v íàâåðõó
ñòåêà S ëåæèò w. Àëãîðèòì ÈÍÔ â ñòð. 8 ïðèñâîèò CUR çíà÷åíèå NIL, âåðíåòñÿ ê íà÷àëó
îñíîâíîãî öèêëà, ïðîïóñòèò öèêë â ñòð. 4-5, â ñòð.6 CUR ïîëó÷èò çíà÷åíèå âåðøèíû ñòåêà w,
w ïîêèíåò ñòåê è â ñòð. 7 åé ïðèñâîèòñÿ ïðàâèëüíûé íîìåð t+ 1. Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå
â ýòîò ìîìåíò â â ñòåêå S áóäåò ëåæàòü ëåâûé ïóòü â CUR=w.

3) Ó v íåò ïðàâîãî ñûíà è ëåâûé ïóòü èç êîðíÿ â v ïóñò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî v � ïîñëåäíÿÿ
âåðøèíà íà ñàìîì ïðàâîì ïóòè â T è îíà ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíåé âåðøèíîé â èíôèêñíîì ïîðÿäêå.
Â ýòîì ñëó÷àå â ìîìåíò ïðèñâîåíèÿ íîìåðà âåðøèíå v ñòåê S ïóñò. Àëãîðèòì ÈÍÔ â ñòð. 8
ïðèñâîèò CUR çíà÷åíèå NIL âåðíåòñÿ ê íà÷àëó îñíîâíîãî öèêëà, íå âîéäåò â íåãî, òàê êàê îáà
åãî óñëîâèÿ ëîæíû, è çàâåðøèò ðàáîòó.

Äëÿ îöåíêè âðåìåíè çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà ìîæåò ïîëó÷èòü íîìåð â ñòð. 7 è ïî-
ïàñòü â ñòåê â ñòð. 5 íå áîëåå îäíîãî ðàçà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îáùåå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà
ÈÍÔ íå ïðåâîñõîäèò O(n).

Â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâëåíèè áèíàðíûõ äåðåâüåâ ïîëÿ ËÅÂ è ÏÐÀÂ ó âåðøèí, íå èìåþ-
ùèõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñûíîâåé ñîäåðæàò íå íåñóùåå ïîëåçíîé èíôîðìàöèè çíà÷åíèå 0 (èëè
NIL). Íà ñàìîì äåëå ýòè ïîëÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îðãàíèçàöèè ýôôåêòèâíîãî èíôèêñ-
íîãî îáõîäà äåðåâà áåç ïðèìåíåíèÿ ñòåêà. Äëÿ ýòîãî â íèõ ìîæíî õðàíèòü ññûëêè íà ñîñåäåé
äàííîé âåðøèíû â èíôèêñíîì ïîðÿäêå. Ïðè ýòîì äîáàâëÿþòñÿ áèòîâûå ïîëÿ-ïðèçíàêè äëÿ
îïðåäåëåíèÿ òèïà èíôîðìàöèè â ïîëÿõ ËÅÂ è ÏÐÀÂ. Ïîëó÷àåìîå ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ
ïðîøèòûì ïðåäñòàâëåíèåì áèíàðíîãî äåðåâà. Âåðøèíû ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè òèïà

ÂÅÐØÈÍÀÏ = (Íîìåð, ËÅÂ, ÏðËåâ, ÏÐÀÂ, ÏðÏðàâ).
Ïðè ýòîì, åñëè âåðøèíà èìååò ëåâîãî ñûíà, òî ÏðËåâ=1 è ïîëå ËÅÂ ñîäåðæèò ññûëêó íà
ëåâîãî ñûíà, à åñëè ó âåðøèíû ëåâîãî ñûíà íåò, òî ÏðËåâ=0 è ïîëå ËÅÂ ñîäåðæèò ññûëêó
íà âåðøèíó, ïðåäøåñòâóþùóþ äàííîé â èíôèêñíîì ïîðÿäêå. Àíàëîãè÷íî, åñëè âåðøèíà èìååò
ïðàâîãî ñûíà, òî ÏðÏðàâ=1 è ïîëå ÏÐÀÂ ñîäåðæèò ññûëêó íà ïðàâîãî ñûíà, à åñëè ó âåðøè-
íû ïðàâîãî ñûíà íåò, òî ÏðÏðàâ=0 è ïîëå ÏÐÀÂ ñîäåðæèò ññûëêó íà âåðøèíó, ñëåäóþùóþ çà
äàííîé â èíôèêñíîì ïîðÿäêå.

3.5 Çàäà÷è

Çàäà÷à 3.1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â ñâÿçíîì íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ÷èñëî âåðøèí ðàâíî
÷èñëó ðåáåð, òî ìîæíî âûáðîñèòü îäíî èç ðåáåð òàê, ÷òî ïîñëå ýòîãî ãðàô ñòàíåò äåðåâîì.

Çàäà÷à 3.2. Ïóñòü G = (V,E) � íåîðèåíòèðîâàííîå äåðåâî è v ∈ V � ïðîèçâîëüíàÿ âåðøè-
íà. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äëÿ êàæäîãî ðåáðà (u,w) ∈ E âûáðàòü îðèåíòàöèþ îò u ê w, åñëè
èì çàêàí÷èâàåòñÿ ïóòü èç v â w, è îðèåíòàöèþ îò w ê u, åñëè èì çàêàí÷èâàåòñÿ ïóòü èç
v â u, òî ïîëó÷åííûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô áóäåò îðèåíòèðîâàííûì äåðåâîì ñ êîðíåì v.
Èñïîëüçóéòå ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåãî ôàêòà: åñëè â íåîðèåíòèðî-
âàííîì äåðåâå G = (V,E) èìååòñÿ âåðøèíà ñòåïåíè d > 1, òî â íåì èìååòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå
d âåðøèí ñòåïåíè 1.

Çàäà÷à 3.3. Ïóñòü T = (V,E) � ýòî îðèåíòèðîâàííîå äåðåâî ñ êîðíåì v0 ∈ V . îïðåäåëèì
äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ∈ V ïîäãðàô Tv = (Vv, Ev) ñëåäóþùèì îáðàçîì: Vv � ýòî ìíîæåñòâî
âåðøèí, äîñòèæèìûõ èç v â T , à Ev � ýòî ìíîæåñòâî ðåáåð èç E, îáà êîíöà êîòîðûõ âõî-
äÿò â Vv. Äîêàçàòü, ÷òî
à) Tv ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì ñ êîðíåì v;
á) åñëè äâå ðàçíûå âåðøèíû v è u èìåþò îäèíàêîâóþ ãëóáèíó, òî äåðåâüÿ Tv è Tu íå ïåðåñå-
êàþòñÿ.

Çàäà÷à 3.4. Ïóñòü G = (V,E) � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ n > 1 âåðøèíàìè. Äîêàæèòå,
÷òî G ÿâëÿåòñÿ (îðèåíòèðîâàííûì) äåðåâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â G íåò öèêëîâ,
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èìååòñÿ îäíà âåðøèíà r, â êîòîðóþ íå âõîäÿò ðåáðà, à â êàæäóþ èç îñòàëüíûõ âåðøèí
v ∈ V \ {r} âõîäèò ðîâíî îäíî ðåáðî.

Çàäà÷à 3.5. Ïóñòü êîðåíü îðèåíòèðîâàííîãî äåðåâà T èìååò 5 ñûíîâåé, à êàæäàÿ èç îñòàëü-
íûõ âíóòðåííèõ âåðøèí èìååò òðè èëè ÷åòûðå ñûíà, ïðè ýòîì ÷èñëî âåðøèí ñ 3-ÿ ñûíîâüÿ-
ìè âäâîå áîëüøå ÷èñëà âåðøèí ñ 4-ÿ. Ñêîëüêî âñåãî âåðøèí è ðåáåð â T, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
÷èñëî åãî ëèñòüåâ ðàâíî 27?

Çàäà÷à 3.6. Äîêàæèòå ïî èíäóêöèè, ÷òî â ëþáîì áèíàðíîì äåðåâå ÷èñëî âåðøèí ñòåïåíè 2
íà åäèíèöó ìåíüøå ÷èñëà ëèñòüåâ.

Çàäà÷à 3.7. Ïîñòðîéòå äåðåâî, ïðåäñòàâëÿþùåå ñëåäóþùóþ ëîãè÷åñêóþ ôîðìóëó
Ψ = ((X ∨ ¬Y ) ∧ ¬(Z → (X ∧ Y ))) ∨ (¬Z + Y ).
Äëÿ ïîëó÷åííîãî äåðåâà îïðåäåëèòå ïðÿìîé, îáðàòíûé è èíôèêñíûé îáõîäû.

Çàäà÷à 3.8. Ïîñòðîéòå äåðåâî è àöèêëè÷åñêèé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ïðåäñòàâëÿþùèå ñëå-
äóþùóþ àðèôìåòè÷åñêóþ ôîðìóëó
Φ = (a+ b)/(c+ a ∗ d) + ((c+ a ∗ d)− (a+ b) ∗ (c− d)).

Ñêîëüêî âåðøèí óäàëîñü ñîêðàòèòü?

Çàäà÷à 3.9. Äëÿ êàæäîãî èç îáõîäîâ äåðåâüåâ ÏÐ(T ),ÎÁÐ(T ) è ÈÍÔ(T ) ïðåäëîæèòå ïðîöå-
äóðó, âîññòàíîâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî äåðåâà T ∈ T (F,C,Var).

Çàäà÷à 3.10. Ïðåäëîæèòå íåðåêóðñèâíûå àëãîðèòìû äëÿ ïðÿìîãî è îáðàòíîãî îáõîäà äåðå-
âüåâ (íå îáÿçàòåëüíî áèíàðíûõ). Îöåíèòå èõ ñëîæíîñòü.

Çàäà÷à 3.11. Ðåàëèçóéòå ïðîöåäóðó, íå èñïîëüçóþùóþ ñòåê, äëÿ èíôèêñíîãî îáõîäà áèíàð-
íîãî äåðåâà, çàäàííîãî ïðîøèòûì ïðåäñòàâëåíèåì. Îöåíèòå åå ñëîæíîñòü.

4 Ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî

Ïóñòü G = (V,E) � ñâÿçíûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô. Åñëè |E| > |V |−1, òî â G èìåþòñÿ öèêëû
(ñì. òåîðåìó 3.1). Òîãäà ìîæíî, óäàëÿÿ �ëèøíèå� ðåáðà, ìîæíî ïîëó÷èòü äåðåâî, ñâÿçûâàþùåå
òå æå âåðøèíû. Òàêîå äåðåâî íàçûâàåòñÿ îñòîâîì ãðàôà G.

Îïðåäåëåíèå 14. Îñòîâîì (îñòîâíûì äåðåâîì, êàðêàñîì, ñêåëåòîì) ñâÿçíîãî íåîðè-
åíòèðîâàííîãî ãðàôà G = (V,E) íàçûâàåòñÿ äåðåâî S = (V, T ) òàêîå, ÷òî T ⊆ E.

Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ c : E → R, ïðèïèñûâàþùàÿ êàæäîìó ðåáðó e ∈ E åãî ñòîèìîñòü
(âåñ, äëèíó) c(e) ∈ R (R � ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë). Òîãäà ñòîèìîñòü c(S) äåðåâà S
îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà ñòîèìîñòåé âñåõ åãî ðåáåð, ò.å. c(S) =

∑
e∈T c(e).

Ìèíèìàëüíûì îñòîâîì íàçûâàåòñÿ îñòîâ ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíûé îñòîâ � ýòî ñàìàÿ äåøåâàÿ (êîðîòêàÿ) ñèñòåìà ïóòåé, ñâÿçû-
âàþùàÿ âñå âåðøèíû G. Åãî ìîæíî áûëî áû íàéòè, ïåðåáðàâ âñå âîçìîæíûå îñòîâû ãðàôà. Íî
ýòîò ïåðåáîð ìîã áû ïîòðåáîâàòü ýêñïîíåíöèàëüíîãî îò ÷èñëà ðåáåð G âðåìåíè. Ê ñ÷àñòüþ, çà-
äà÷à îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàëüíîãî îñòîâà äîïóñêàåò ýôôåêòèâíîå ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ �æàäíûõ�
àëãîðèòìîâ.

4.1 Àëãîðèòì Êðóñêàëà

Â ýòîì ïóíêòå ìû ðàññìîòðèì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî îñòîâà, êîòîðûé áûë ïðåä-
ëîæåí Êðóñêàëîì â 1956ã. Äâà äðóãèõ ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìà, ïðèíàäëåæàùèõ Ïðèìó è
Áîðóâêå, îïèñàíû â çàäà÷àõ 4.6 è 4.7.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì îïðåäåëåíèÿ îñòîâíîãî äåðåâà.
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Ëåììà 4.1. Ïóñòü S = (V, T ) - îñòîâíîå äåðåâî äëÿ G. Òîãäà
(à) äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí v1 è v2 èç V ïóòü ìåæäó v1 è v2 â S åäèíñòâåííûé;
(á) åñëè ê S äîáàâèòü ëþáîå ðåáðî èç E \ T , òî âîçíèêíåò ðîâíî îäèí öèêë.

Òåîðåòè÷åñêèì îáîñíîâàíèåì àëãîðèòìà Êðóñêàëà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 4.2. Ïóñòü {(V1, T1), (V2, T2), . . . , (Vk, Tk)} - ïðîèçâîëüíûé îñòîâíîé ëåñ äëÿ G, k >
1, T = ∪ki=1Ti. Ïóñòü e = (v, w) � ðåáðî íàèìåíüøåé ñòîèìîñòè â E \ T òàêîå, ÷òî åãî
êîíöû ïðèíàäëåæàò ðàçíûì äåðåâüÿì: v ∈ Vi, w ∈ Vj è i 6= j. Òîãäà ñóùåñòâóåò îñòîâíîå
äåðåâî, ñîäåðæàùåå âñå ðåáðà èç T è e, ñòîèìîñòü êîòîðîãî íå áîëüøå ñòîèìîñòè ëþáîãî
îñòîâíîãî äåðåâà äëÿ G, ñîäåðæàùåãî T .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S′ = (V, T ′) � îñòîâíîå äåðåâî ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè, ñîäåðæà-
ùåå âñå ðåáðà T , è ðåáðî e /∈ T ′. Òîãäà â S′ èìååòñÿ íåêîòîðûé ïóòü p èç v â w, íå ñîäåðæàùèé
e. Âûáåðåì íà íåì ïåðâîå òàêîå ðåáðî e′ = (v′, w′), äëÿ êîòîðîãî v′ ∈ Vi, à w′ /∈ Vi. Ðàññìîò-
ðèì ìíîæåñòâî ðåáåð T ′1 = (T ′ ∪ {e}) \ {e′}. Ýòî ìíîæåñòâî çàäàåò îñòîâíîå äåðåâî, òàê êàê
äîáàâëåíèå ðåáðà e ê T ′ ïðèâîäèò ïî ëåììå 4.1 ê îáðàçîâàíèþ åäèíñòâåííîãî öèêëà, à óäàëå-
íèå ðåáðà e′ ýòîò öèêë ðàçðóøàåò. Òàê êàê e′ /∈ T , òî âûáîð e ãàðàíòèðóåò, ÷òî c(e) ≤ c(e′).
Ïîýòîìó c(T ′1) = c(T ′) + c(e) − c(e′) ≤ c(T ′). Èç âûáîðà T ′ òîãäà ñëåäóåò, ÷òî c(T ′1) = c(T ′) è,
ñëåäîâàòåëüíî, S1 = (V, T ′1) ÿâëÿåòñÿ òðåáóåìûì îñòîâíûì äåðåâîì.
�

Ýòà ëåììà ëåæèò â îñíîâå àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà ÌèíÎ-
ñòîâ. Äëÿ óñêîðåíèÿ â íåì èñïîëüçóþòñÿ ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû äëÿ ðåàëèçàöèè î÷åðåäåé ñ
ïðèîðèòåòàìè (ìîæíî äëÿ ýòîãî âûáðàòü, íàïðèìåð, ñîðòèðóþùèå äåðåâüÿ èëè 2-3-äåðåâüÿ) è
ñòðóêòóðû äàííûõ è àëãîðèòìû äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ñèñòåìû ìíîæåñòâ è âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé
ÎÁÚÅÄÈÍÈÒÜ-ÍÀÉÒÈ (äëÿ ýòîãî ìîæíî âûáðàòü, íàïðèìåð, äåðåâüÿ ñî ñæàòèåì ïóòåé).

ÀËÃÎÐÈÒÌ ÌèíÎñòîâ
Âõîä: G = (V,E)- ñâÿçíûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô, c(e) - ôóíêöèÿ ñòîèìîñòè ðåáåð.
Âûõîä: T - ìíîæåñòâî ðåáåð ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà.
Ñòðóêòóðû äàííûõ: Q - î÷åðåäü ñ ïðèîðèòåòàìè äëÿ ðåáåð, V S - íàáîð íåïåðåñåêàþùèõ-

ñÿ ïîäìíîæåñòâ âåðøèí G, ýëåìåíòû V S - ìíîæåñòâà âåðøèí îñòîâíûõ äåðåâüåâ â òåêóùåì
îñòîâíîì ëåñó.

1. T := ∅; V S := ∅;
2. ñîçäàòü î÷åðåäü ñ ïðèîðèòåòàìè Q èç âñåõ ðåáåð èç E;
3. FOR EACH v ∈ V DO äîáàâèòü {v} ê V S;
4. WHILE |V S| > 1 DO
5. { (v, w) := MIN(Q); ÓÄÀËÈÒÜ(Q, (v, w));
6. W1 := ÍÀÉÒÈ(v); W2 := ÍÀÉÒÈ(w);
7. IF W1 6= W2 THEN
8. { ÎÁÚÅÄÈÍÈÒÜ(W1,W2,W1); T := T ∪ {(v, w)}}
9. }

Òåîðåìà 4.1. ÀëãîðèòìÌèíÎñòîâ ñòðîèò ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî äëÿ ñâÿçíîãî ãðà-
ôà G = (V,E). Åñëè â öèêëå â ñòðîêàõ 4 - 9 ðàññìàòðèâàåòñÿ d ðåáåð, òî çàòðà÷èâàåòñÿ âðå-
ìÿ O(d log2m), ãäå m = |E|. Â õóäøåì ñëó÷àå âûïîëíåíèå àëãîðèòìà ÌèíÎñòîâ çàíèìàåò
âðåìÿ O(m log2m).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî èíâàðèàíòîì öèêëà â ñòðîêàõ 4-9 ÿâëÿåòñÿ ñëå-
äóþùåå ñâîéñòâî:
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ñèñòåìà ìíîæåñòâ V S = {V1, . . . , Vk} è íàáîð ðåáåð T çàäàþò îñòîâíîé ëåñ {(V1, T1), (V2, T2),
. . . , (Vk, Tk)} èñõîäíîãî ãðàôà G, (T = ∪ki=1Ti), êîòîðûé ìîæåò áûòü ðàñøèðåí äî ìèíèìàëü-
íîãî îñòîâíîãî äåðåâà ãðàôà G.

Ýòî ñâîéñòâî, î÷åâèäíî âûïîëíåíî ïåðåä íà÷àëîì öèêëà, ò.ê. êàæäîå èç äåðåâüåâ â V S
ñîäåðæèò îäíó âåðøèíó, à ìíîæåñòâî ðåáåð T ïóñòî. Ïóñòü îíî âûïîëíåíî ïåðåä î÷åðåäíûì
âûïîëíåíèåì òåëà öèêëà. Åñëè íà ýòîì âûïîëíåíèè äëÿ âûáðàííîãî ðåáðà (v, w) âåðøèíû v è
w îêàçûâàþòñÿ â ðàçíûõ äåðåâüÿõ, òî ýòî ðåáðî äîáàâëÿåòñÿ ê T , à ñîîòâåòñòâóþùèå äåðåâüÿ
îáúåäèíÿþòñÿ â ñòð. 8. Î÷åâèäíî, öèêëû ïðè òàêîì îáúåäèíåíèè íå ïîÿâëÿþòñÿ è ñèñòåìà V S
îñòàåòñÿ îñòîâíûì ëåñîì äëÿ G. Òàê êàê ðåáðî (v, w) èìååò ìèíèìàëüíûé âåñ, òî ïî ëåììå 4.2
ýòîò ëåñ ìîæåò áûòü ðàñøèðåí äî ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà.

Èç ñâÿçíîñòè G ñëåäóåò, ÷òî ïîñëå çàâåðøåíèÿÌèíÎñòîâ ëåñ V S áóäåò ñîñòîÿòü èç îäíîãî
äåðåâà è îíî è áóäåò ìèíèìàëüíûì.

Îöåíèì âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ÌèíÎñòîâ. Äëÿ îïåðàöèé ñ î÷åðåäüþ ðåáåð Q âûáåðåì,
íàïðèìåð, äâîè÷íîå ñîðòèðóþùåå äåðåâî. Òîãäà åãî èíèöèàëèçàöèÿ â ñòð. 2 ïðîèçâîäèòñÿ çà
âðåìÿ O(|E|), à êàæäàÿ îïåðàöèÿ èçâëå÷åíèÿ ìèíèìàëüíîãî ðåáðà â ñòð. 5 âûïîëíÿåòñÿ çà âðå-
ìÿ O(log2 |E|). Äëÿ ðåàëèçàöèè ñèñòåìû ìíîæåñòâ V S è îïåðàöèé ÎÁÚÅÄÈÍÈÒÜ-ÍÀÉÒÈ
íàä íèìè âûáåðåì äåðåâüÿ è àëãîðèòìû ñî ñæàòèåì ïóòåé. Òîãäà ñòð. 3 âûïîëíÿåòñÿ çà âðå-
ìÿ O(|V |), à âñå îïåðàöèè ÍÀÉÒÈ è ÎÁÚÅÄÈÍÈÒÜ â ñòð. 6 è 8 � çà âðåìÿ O(|V |G(|V |),
ãäå G(|V |) << log2 |V | � ìåäëåííî ðàñòóùàÿ ôóíêöèÿ. Ïîýòîìó, åñëè â îñíîâíîì öèêëå ðàñ-
ñìàòðèâàëîñü d ðåáåð, òî ñòð. 5 âûïîëíÿëàñü d ðàç è îáùåå âðåìÿ àëãîðèòìà íå ïðåâîñõîäèò
O(|E|) +O(d log2 |E|) +O(|V |G(|V |) = O(d log2 |E|), òàê êàê d ≥ |V | − 1.

�

Ïðèìåð 8. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé íàãðóæåííûé ãðàô G1 :
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Ðèñ. 13: Ãðàô G1

Ïðèìåíèì ê íåìó àëãîðèòìÌèíÎñòîâ. Äëÿ ïðîñòîòû ñðàçó ïîêàæåì ïîðÿäîê, â êîòîðîì
áóäóò âûäàâàòüñÿ ðåáðà èç î÷åðåäè Q â ñòð.5 àëãîðèòìà.

Q = {(a, g), (b, c), (g, e), (e, d), (a, b), (g, c), (d, g), (f, g), (e, f), (c, d), (a, f).
Âûïîëíåíèå îñíîâíîãî öèêëà ïðåäñòàâèì â âèäå òàáëèöû, êàæäàÿ ñòðîêà êîòîðîé ñîîòâåò-

ñòâóåò ðàññìîòðåíèþ î÷åðåäíîãî ðåáðà (v, w) â ñòð. 5. Â ñòîëáöå T ðåáðà, âêëþ÷àåìûå â T
îòìå÷åíû +. Âíà÷àëå ñèñòåìà V S ñîñòîèò èç ñåìè ìíîæåñòâ Vi (i = 1, . . . , 7), ñîäåðæàùèõ ïî
îäíîé âåðøèíå.
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(v,w) T W1 W2 V1 V2 V3 V4 V5 V6 V7

{a} {b} {c} {d} {e} {f} {g}
(a, g) + 1 7 {a, g} {b} {c} {d} {e} {f}
(b, c) + 2 3 {a, g} {b, c} {d} {e} {f}
(g, e) + 1 5 {a, e, g} {b, c} {d} {f}
(e, d) + 1 4 {a, d, e, g} {b, c} {f}
(a, b) + 1 2 {a, b, c, d, e, g} {f}
(g, c) − 1 1 {a, b, c, d, e, g} {f}
(d, g) − 1 1 {a, b, c, d, e, g} {f}
(f, g) + 1 5 {a, b, c, d, e, f, g}

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè äëÿ G1 ìèíèìàëüíûé îñòîâ S = (V, T ), ãäå T = {(a, g), (b, c),
(g, e), (e, d), (a, b), (f, g)}. Åãî ñòîèìîñòü c(S) = 23.
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Ðèñ. 14: Ìèíèìàëüíûé îñòîâ S = (V, T ) äëÿ ãðàôà G1

4.2 Çàäà÷è

Çàäà÷à 4.1. Íàéòè ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî äëÿ íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G = (V,E),
ãäå V = {v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7, v8, v9}, E = {(v1, v2, 18), (v1, v3, 2), (v3, v2, 4), (v3, v4, 6), (v3, v5, 8),
(v4, v6, 5), (v5, v4, 4), (v6, v1, 7), (v6, v8, 4), (v6, v7, 3), (v7, v5, 1), (v7, v8, 7), (v8, v1, 5), (v8, v9, 3), (v9, v1, 1)}
(òðåòèé ïàðàìåòð â ñêîáêàõ - ñòîèìîñòü ðåáðà).

Çàäà÷à 4.2. Ïóñòü S = (V, T ) � îñòîâíîå äåðåâî íàèìåíüøåé ñòîèìîñòè, ïîñòðîåííîå àë-
ãîðèòìîì ÌèíÎñòîâ äëÿ íàãðóæåííîãî íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G = (V,E) ñ n âåðøè-
íàìè. Ïóñòü c1 ≤ c2 ≤ . . . ≤ cn−1 � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèí ðåáåð èç T , óïîðÿäî-
÷åííûõ ïî âîçðàñòàíèþ. Ïóñòü S' � ïðîèçâîëüíîå îñòîâíîå äåðåâî äëÿ G ñ äëèíàìè ðåáåð
d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ dn−1. Ïîêàçàòü, ÷òî ci ≤ di äëÿ âñåõ i : 1 ≤ i ≤ n− 1.

Çàäà÷à 4.3. Ïóñòü e � ðåáðî ìàêñèìàëüíîãî âåñà â íåêîòîðîì öèêëå ãðàôà G = (V,E). Äî-
êàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíûé îñòîâ ãðàôà G′ = (V,E \ {e}), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ
òàêæå ìèíèìàëüíûì îñòîâîì ãðàôà G.

Çàäà÷à 4.4. Ïóñòü çàäàíî ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî S = (V, T ) ãðàôà G = (V,E) è
íîâîå ðåáðî (u, v) âåñà d, äîáàâëÿåìîå ê G. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì ñëîæíîñòè O(|V |), êîòîðûé
ñòðîèò ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî ãðàôà G1 = (V,E ∪ {(u, v)}).
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Çàäà÷à 4.5. Ïðåäëîæèòå ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì äëÿ ïîñòðîåíèÿ "ìèíèìàëüíîãî"îñòîâíîãî
äåðåâà äëÿ íåîðèåíòèðîâàííîãî âçâåøåííîãî ãðàôà G = (V,E) ñ âåñîâîé ôóíêöèåé c : E → R,
åñëè "âåñîì"äåðåâà S = (V, T ) ñ÷èòàòü âåñ ñàìîãî òÿæåëîãî ðåáðà S, c(S) = max{c(e)|e ∈ T}.

Çàäà÷à 4.6. Àëãîðèòì Ïðèìà (1957) äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî îñòîâà îòëè÷àåòñÿ
îò àëãîðèòìà Êðóñêàëà òåì, ÷òî âìåñòî î÷åðåäè ðåáåð Q ïîääåðæèâàåò î÷åðåäü ñ ïðèîðè-
òåòàìè äëÿ âåðøèí QV . Ïðèîðèòåòîì âåðøèíû â íåé ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíàÿ äëèíà ðåáðà,
ñîåäèíÿþùåãî äàííóþ âåðøèíó ñ âåðøèíîé óæå ïîñòðîåííîãî äåðåâà. Àëãîðèòì íà÷èíàåò
ïîñòðîåíèå ñ ïðîèçâîëüíîé âåðøèíû v0 ∈ V è ïîìåùàåò åå â ìíîæåñòâî âåðøèí äåðåâà VT .
Îñòàëüíûå âåðøèíû ïîìåùàþòñÿ â î÷åðåäü QV . Íà êàæäîì ýòàïå àëãîðèòìà Ïðèìà èç QV
âûáèðàåòñÿ âåðøèíà v ñ ìèíèìàëüíîé äëèíîé ðåáðà (v, u) äî âåðøèíû u ∈ VT . Ýòà âåðøèíà
v óäàëÿåòñÿ èç QV è äîáàâëÿåòñÿ ê VT , åå îòöîì â äåðåâå ñòàíîâèòñÿ u.
1) Íàïèøèòå ðåàëèçàöèþ àëãîðèòìà Ïðèìà íà ïñåâäîêîäå.
2) Äîêàæèòå êîððåêòíîñòü àëãîðèòìà Ïðèìà.
3) Äîêàæèòå, ÷òî åãî ìîæíî ðåàëèçîâàòü òàê, ÷òîáû îáùåå âðåìÿ ðàáîòû íå ïðåâîñõîäèëî:
à) O(|V |2 (ïðè íåïîñðåäñòâåííîì ïîèñêå âåðøèíû v);
á) O(|V | log2 |V |+|E| log2 |V |) (ïðè èñïîëüçîâàíèè äâîè÷íîé êó÷è äëÿ ðåàëèçàöèè î÷åðåäè ñ ïðè-
îðèòåòàìè);
â) O(|V | log2 |V |+ |E|) (ïðè èñïîëüçîâàíèè ôèááîíà÷èåâîé êó÷è äëÿ ðåàëèçàöèè î÷åðåäè ñ ïðè-
îðèòåòàìè).

Çàäà÷à 4.7. Àëãîðèòì Áîðóâêè (1926) îñíîâàí íà ñëåäóþùåì ïðîñòîì óòâåðæäåíèè:
Äëÿ êàæäîé âåðøèíû ðåáðî íàèìåíüøåãî âåñà, èíöèäåíòíîå ýòîé âåðøèíå, äîëæíî âõîäèòü â
ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî. (Äîêàæèòå ýòî óòâåðæäåíèå.)

Ïîýòîìó ðåáðà èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ îáðàçóþò îñòîâíîé ëåñ, ñîñòîÿùèé èç íå áîëåå
÷åì |V |/2 äåðåâüåâ. Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ äåðåâüåâ T ðåáðî íàèìåíüøåãî âåñà (v, w), òàêîå
÷òî v ∈ T , à w /∈ T òàêæå äîëæíî âõîäèòü â ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî. Àëãîðèòì
Áîðóâêè íà ïåðâîì ýòàïå ñòðîèò îñòîâíîé ëåñ èç ðåáåð íàèìåíüøåãî âåñà, èíöèäåíòíûõ
êàæäîé âåðøèíå. Çàòåì íà î÷åðåäíîì ýòàïå ê íåìó äîáàâëÿþñÿ ðåáðà ìèíèìàëüíîãî âåñà,
�òîð÷àùèå"èç êàæäîãî äåðåâà. Ïðè ýòîì ÷èñëî äåðåâüåâ ñîêðàùàåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå âäâîå.
1) Íàïèøèòå ðåàëèçàöèþ àëãîðèòìà Áîðóâêè íà ïñåâäîêîäå.
2) Äîêàæèòå êîððåêòíîñòü àëãîðèòìà Áîðóâêè.
3) Äîêàæèòå, ÷òî âðåìÿ åãî ðàáîòû íå ïðåâîñõîäèò O(|E| log2 |V |).

5 Àëãîðèòìû îáõîäà ãðàôîâ

5.1 Ïîèñê â ãëóáèíó íà íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå è çàäà÷à î ëàáè-
ðèíòå

Çàäà÷ó ïîèñêà âûõîäà èç ëàáèðèíòà ìîæíî ôîðìàëèçîâàòü òàê: ëàáèðèíò � ýòî íåîðèåíòèðî-
âàííûé ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿþò "ïåðåêðåñòêè"ëàáèðèíòà, à ðåáðà � äîðîæêè
ìåæäó ñîñåäíèìè ïåðåêðåñòêàìè. Îäíà èëè íåñêîëüêî âåðøèí îòìå÷åíû êàê âûõîäû. Çàäà÷à
ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ïóòè èç íåêîòîðîé èñõîäíîé âåðøèíû â âåðøèíó-âûõîä.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ìåòîä îáõîäà âñåõ âåðøèí ãðàôà, íàçûâàåìûé ïîèñêîì â
ãëóáèíó. Åãî èäåþ êðàòêî ìîæíî îïèñàòü òàê:

íàõîäÿñü â íåêîòîðîé âåðøèíå v, èäåì èç íåå â ïðîèçâîëüíóþ åùå íå ïîñåùåííóþ ñìåæíóþ
âåðøèíó w, åñëè òàêîé âåðøèíû íåò, òî âîçâðàùàåìñÿ â âåðøèíó, èç êîòîðîé ìû ïðèøëè â
v.
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Àëãîðèòì ïîèñêà â ãëóáèíó
Âõîä: G = (V,E) � íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ïðåäñòàâëåííûé ñïèñêàìè ñìåæíîñòåé: äëÿ

êàæäîé v ∈ V ñïèñîê Lv ñîäåðæèò ïåðå÷åíü âñåõ ñìåæíûõ ñ v âåðøèí.
Âûõîä: NUM [v] � ìàññèâ ñ íîìåðàìè âåðøèí â ïîðÿäêå èõ ïðîõîæäåíèÿ è ìíîæåñòâî (äðå-

âåñíûõ) ðåáåð T ⊆ E, ïî êîòîðûì îñóùåñòâëÿåòñÿ îáõîä.
Àëãîðèòì ÏÎÃ

1. T = {}; NOMER = 1;
2. äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ∈ V ïîëîæèì NUM [v] = 0 è ïîìåòèì v êàê "íîâóþ";
3. WHILE ñóùåñòâóåò "íîâàÿ"âåðøèíà v ∈ V
4. DO ÏÎÈÑÊ(v);

Îñíîâíóþ ðîëü â ýòîì àëãîðèòìå èãðàåò ñëåäóþùàÿ ðåêóðñèâíàÿ ïðîöåäóðà.

procedure ÏÎÈÑÊ(v):

5. ïîìåòèòü v êàê "ñòàðóþ";
6. NUM [v] = NOMER; NOMER = NOMER+ 1;
7. FOR EACH w ∈ Lv DO
8. IF âåðøèíà w "íîâàÿ"
9. THEN
10. { T := T ∪ {(v, w)};
11. ÏÎÈÑÊ(w)
12. }

Òåîðåìà 5.1. Àëãîðèòì ÏÎÃ îáõîäèò (íóìåðóåò) âñå âåðøèíû íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà
G = (V,E) çà âðåìÿ O(max(|V |, |E|)). Åñëè G � ñâÿçíûé ãðàô, òî S = (V, T ) � ýòî îñòîâ G,
åñëè ãðàô G íå ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì, òî S = (V, T ) � ýòî îñòîâíîé ëåñ äëÿ G, ò.å. îáúåäèíåíèå
îñòîâíûõ äåðåâüåâ äëÿ êàæäîé èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêà âðåìåíè ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðîöåäóðà ÏÎÈÑÊ ìîæåò âûçû-
âàòüñÿ äëÿ êàæäîé âåðøèíû íå áîëåå îäíîãî ðàçà, à ïðàâèëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì
ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèÿ î ðàáîòå ïðîöåäóðû ÏÎÈÑÊ.

Ëåììà 5.1. Ïóñòü G1 = (V1, E1) � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà G è v1 ∈ V1 � ïåðâàÿ
âåðøèíà, äëÿ êîòîðîé â ñòð. 4 âûçûâàåòñÿ ïðîöåäóðà ÏÎÈÑÊ(v1). Òîãäà
à) â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ ýòîãî âûçîâà ïðîöåäóðà ÏÎÈÑÊ áóäåò âûçâàíà îäèí ðàç äëÿ ëþáîé
âåðøèíû w ∈ V1;
á) ïîñëå çàâåðøåíèÿ ýòîãî âûçîâà âñå âåðøèíû èç V1 "ñòàðûå"è èìåþò íîìåðà îò NOMER
äî NOMER+ |V1| − 1;
â) äîáàâëåííûå ê T âî âðåìÿ ýòîãî âûçîâà ðåáðà T1 îáðàçóþò îñòîâíîå äåðåâî äëÿ G1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóíêò (à) äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî ðàññòîÿíèþ îò v1 äî w.
Åñëè ýòî ðàññòîÿíèå ðàâíî 1, òî w ∈ Lv1 è ðàññìàòðèâàåòñÿ â öèêëå â ñòð.7. Åñëè îíà â ýòîò

ìîìåíò "ñòàðàÿ òî çíà÷èò ÏÎÈÑÊ(w) óæå âûçûâàëñÿ. Åñëè æå w "íîâàÿ òî â ñòð.11 ïðîèñõîäèò
âûçîâ ÏÎÈÑÊ(w).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ÏÎÈÑÊ(u) âûçûâàåòñÿ äëÿ âñåõ âåðøèí u, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàñ-
ñòîÿíèè k ≥ 1 îò v1, è ïóñòü âåðøèíà w ∈ Lv1 íàõîäèòñÿ íà ðññòîÿíèè (k + 1) îò v1. Òîãäà
èìååòñÿ ïóòü äëèíû (k + 1) îò v1 äî w. Ïóñòü u � ýòî ïðåäïîñëåäíÿÿ âåðøèíà íà ýòîì ïóòè.
Òîãäà ðàññòîÿíèå îò v1 äî u ðàâíî k è ïî íàøåìó ïðåäïðîëîæåíèþ â íåêîòîðûé ìîìåíò âûïîë-
íÿåòñÿ âûçîâ ÏÎÈÑÊ(u). Òàê êàê w ∈ Lu, òî â ýòîì âûçîâå âåðøèíà w â íåêîòîðûé ìîìåíò
ðàññìàòðèâàåòñÿ â öèêëå â ñòð.7. Êàê è âûøå, åñëè îíà â ýòîò ìîìåíò "ñòàðàÿ òî ÏÎÈÑÊ(w)
óæå âûçûâàëñÿ. Åñëè æå w åùå "íîâàÿ òî â ñòð.11 ïðîèñõîäèò âûçîâ ÏÎÈÑÊ(w).
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Ïóíêò (á) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç (à), à öèêëû â T îòñóòñòâóþò, òàê êàê êàæäîå äîáàâ-
ëÿåìîå ðåáðî âåäåò èç "ñòàðîé"âåðøèíû â "íîâóþ".
�.

Äåðåâî S = (V, T ), êîòîðîå ñòðîèòñÿ àëãîðèòìîì ÏÎÃ, íàçûâàåòñÿ ãëóáèííûì îñòîâîì
èëè ãëóáèííûì îñòîâíûì äåðåâîì ãðàôà G. Ðåáðà, ïîïàâøèå â ìíîæåñòâî T , íàçûâàþòñÿ
ïðÿìûìè, à íå ïîïàâøèå â ýòî ìíîæåñòâî ðåáðà èç ìíîæåñòâà (E \ T ) � îáðàòíûìè. Êàæäîå
îáðàòíîå ðåáðî (v, w) ñîåäèíÿåò âåðøèíó v ñ åå ïðåäêîì w â ãëóáèííîì îñòîâå (ñì. çàäà÷ó 5.6).
Ïîýòîìó â èñõîäíîì ãðàôå G îíî îïðåäåëÿåò öèêë: îò w ê v ïî ðåáðàì äåðåâà T , à çàòåì îáðàòíî
îò v ê w ïî ðåáðó (v, w). Ïîýòîìó àëãîðèòì ÏÎÃ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðîâåðêè íàëè÷èÿ
öèêëîâ â G. Ðåáðî (v, w) íå äîáàâëÿåòñÿ ê T , ò.å. ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì, òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà â ñòð.4 âûçîâà ÏÎÈÑÊ(v) îáíàðóæèâàåòñÿ, ÷òî âåðøèíà w �ñòàðàÿ�. Ïîýòîìó, äîáàâèâ â
ïðîöåäóðó ÏÎÈÑÊ(v) ïîñëåäíþþ ñòðîêó

13. ELSE ÏÅ×ÀÒÜ (v, w),
ìû ïîëó÷èì ïðîöåäóðó, êîòîðàÿ â äîïîëíåíèå ïîñòðîåíèþ ê ãëóáèííîãî îñòîâà ãðàôà áóäåò
ðàñïå÷àòûâàòü ñïèñîê âñåõ îáðàòíûõ ðåáåð. Åñëè ýòîò ñïèñîê íå ïóñò, òî â ãðàôå èìåþòñÿ
öèêëû, èíà÷å � íåò.

Àëãîðèòì ïîèñêà â ãëóáèíó ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ êàê îñíîâà äëÿ ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ îáðà-
áîòêè ãðàôîâ. Âìåñòî ñòðîêè 6, â êîòðîé âåðøèíà v ïîëó÷àåò íîìåð NUM(v), ìîæíî âñòàâèòü
âûçîâ ëþáîé ïðîöåäóðû, îáðàáàòûâàþùåé èíôîðìàöèþ, ñâÿçàííóþ ñ ýòîé âåðøèíîé (íàïðè-
ìåð, äëÿ çàäà÷è î ëàáèðèíòå ýòî ìîæåò áûòü ïðîâåðêà òîãî, ÷òî v ÿâëÿåòñÿ âûõîäîì èç ëà-
áèðèíòà). È òîãäà ïîëó÷åííûé âàðèàíò àëãîðèòìà îáåñïå÷èò îáðàáîòêó âñåõ âåðøèí ãðàôà.
Íèæå ìû ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåíåíèé ýòîãî àëãîðèòìà.

Îïðåäåëåíèå 15. Ðåáðî (v, w) íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G = (V,E) íàçûâàåòñÿ ìîñòîì
G, åñëè ïðè åãî óäàëåíèè èç E ÷èñëî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ãðàôà óâåëè÷èâàåòñÿ, ò.å. â ãðàôå
G′ = (V,E \ {(v, w)} ñâÿçíûõ êîìïîíåíò áîëüøå, ÷åì â G.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ðåáðî ÿâëÿåòñÿ ìîñòîì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíî íå âõîäèò íè â êàêîé öèêë (ïî÷åìó?). Ïîèñê â ãëóáèíó ïîçâîëÿåò íàõîäèòü âñå
ìîñòû ãðàôà. Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî ëþáîé ìîñò (v, w) ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì ãëóáèííîãî îñòîâà,
òàê êàê äðóãîãî ïóòè, ñâÿçûâàþùåãî v è w íåò. Âî-âòîðûõ, åñëè ýòî ðåáðî îðèåíòèðîâàíî îò
v ê w, òî â ãëóáèííîì îñòîâå íåò îáðàòíûõ ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ w è åãî ïîòîìêè ñ ïðåäêàìè
w. Ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ è äîñòàòî÷íûì, òàê êàê, åñëè òàêèõ ðåáåð íåò, òî óäàëåíèå (v, w)
íàðóøèò ñâÿçü ìåæäó v è w è îíè îêàæóòñÿ â ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
ÂÅÐÕ(w) ìèíèìóì èç NUM [w] è íàèìåíüøåãî èç íîìåðîâ âåðøèí, ê êîòîðûì âåäóò îáðàòíûå
ðåáðà îò âåðøèí ïîääåðåâà Tw. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî îáðàòíûå ðåáðà ñîåäèíÿþò ïîòîìêîâ ñ
ïðåäêàìè è ÷òî íîìåðà ïðåäêîâ ìåíüøå íîìåðîâ ïîòîìêîâ, ïðåäëîæåííûé êðèòåðèé ìîæíî
ïåðåôîðìóëèðîâàòü â ñëåäóþùåì âèäå.

Òåîðåìà 5.2. Ðåáðî (v, w) ãëóáèííîãî îñòîâà D = (V,E) íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G = (V,E)
ÿâëÿåòñÿ ìîñòîì G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÂÅÐÕ(w) > NUM [v] èëè, ÷òî ýêâèâàëåíò-
íî, ÂÅÐÕ(w) = NUM [w].

Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ ÂÅÐÕ(w) ìîæíî îðãàíèçîâàòü â ïðîöåññå îáõîäà â ãëóáèíó, èñïîëü-
çóÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:
ÂÅÐÕ(w) = min{{NUM [w]}∪{ÂÅÐÕ(z) | (w, z)− ïðÿìîå ðåáðî }∪{NUM [u] | (w, u)−− îáðàòíîå
ðåáðî }}.
Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî â ñòðîêó 6 àëãîðèòìà ÏÎÃ äîáàâèòü íà÷àëüíîå ïðèñâîåíèå
ÂÅÐÕ(v) := NUM [v],
â ñòðîêå 11 ïðèïèñàòü ïîñëå ÏÎÈÑÊ(w) ïðèñâîåíèå
ÂÅÐÕ(v) := min{ÂÅÐÕ(v),ÂÅÐÕ(w)},
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ó÷èòûâàþùåå ïðÿìûå ðåáðà, è äîáàâèòü ñòðîêó
13. ÈÍÀ×Å ÂÅÐÕ(v) := min{ÂÅÐÕ(v), NUM(w)},
äëÿ ó÷åòà îáðàòíûõ ðåáåð.
Çíàÿ çíà÷åíèÿ ÂÅÐÕ(w), íåòðóäíî âûÿâèòü âñå ìîñòû, èñïîëüçóÿ êðèòåðèé èç òåîðåìû 5.2.

Ïðèìåð 9. Ïðèìåíèì àëãîðèòì ÏÎÃ ê ãðàôó G2, èçîáðàæåííîìó íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå.
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Ðèñ. 15: Ãðàô G2

Åãî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ñïèñêîâ ñìåæíîñòè èìååò ñëåäóþùèé âèä:

L1 : 6, 2 L7 : 6, 8
L2 : 1, 9, 10, 3 L8 : 6, 7
L3 : 2, 5, 4 L9 : 2, 10, 11
L4 : 3, 5 L10 : 2, 9, 11
L5 : 2, 3, 4 L11 : 9, 10
L6 : 1, 7, 8

ÀëãîðèòìÏÎÃ âûçîâåò ïðîöåäóðó ÏÎÈÑÊ(1). Ýòà ïðîöåäóðà ðåêóðñèâíî âûçîâåò ÏÎÈÑÊ(6)
è ò.ä. Âîò ñòðóêòóðà âñåõ ïîëó÷àþùèõñÿ âûçîâîâ ïðîöåäóðû ÏÎÈÑÊ:
ÏÎÈÑÊ(1) ⇒ ÏÎÈÑÊ(6) ⇒ ÏÎÈÑÊ(7) ⇒ ÏÎÈÑÊ(8)
⇓
ÏÎÈÑÊ(2) ⇒ ÏÎÈÑÊ(9) ⇒ ÏÎÈÑÊ(10) ⇒ ÏÎÈÑÊ(11)
⇓
ÏÎÈÑÊ(3) ⇒ ÏÎÈÑÊ(5) ⇒ ÏÎÈÑÊ(4)

Âíà÷àëå èäóò "ãîðèçîíòàëüíûå"âûçîâû, çàòåì âîçâðàòû ñïðàâà íàëåâî è âûçîâû "ïî âåð-
òèêàëè". Â ðåçóëüòàòå âåðøèíû G2 ïîëó÷àò ñëåäóþùèå íîìåðà, îòðàæàþùèå ïîðÿäîê èõ ïðî-
õîæäåíèÿ:

V : 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
NUM : 1 5 9 11 10 2 3 4 6 7 8

Ðåáðà îñòîâà T , ïîñòðîåííûå â ïðîöåññå îáõîäà ãðàôà, ïîêàçàíû íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå.
Ñòðåëêè óêàçûâàþò íàïðàâëåíèå îáõîäà.

Â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ ýòîãî äåðåâà áûëè îïðåäåëåíû ñëåäóþùèå îáðàòíûå ðåáðà: (8, 6), (10, 2),
(11, 9), (5, 2) è (4, 3). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äîáàâëåíèå ëþáîãî èç ýòèõ ðåáåð ê T ïðèâîäèò
ê îáðàçîâàíèþ ïðîñòîãî öèêëà.
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Ðèñ. 16: Îñòîâíîå "ãëóáèííîå"äåðåâî T ãðàôà G2

Èñïîëüçóÿ ðàñøèðåííûé âàðèàíò ÏÎÃ ñ âû÷èñëåíèåì ôóíêöèè ÂÅÐÕ, ìû ïîëó÷èì ñëåäó-
þùèé ðåçóëüòàò:

V : 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
NUM : 1 5 9 11 10 2 3 4 6 7 8
ÂÅÐÕ : 1 5 5 9 5 2 2 2 5 5 6

Òàê êàê ÂÅÐÕ(2) = NUM [2] = 5 è ÂÅÐÕ(6) = NUM [6] = 2, òî ïî òåîðåìå 5.2 ìîñòàìè
ãðàôà G2 ÿâëÿþòñÿ ðåáðà (1, 2) è (1, 6) è äðóãèõ ìîñòîâ ó íåãî íåò.

5.2 Ïîèñê â øèðèíó íà íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå

Èäåÿ àëãîðèòìà �ïîèñêà â øèðèíó"ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû, íà÷àâ îáõîä ñ íåêîòîðîé âåðøèíû, â
ïåðâóþ î÷åðåäü ïîñåòèòü åå ñîñåäåé, çàòåì ñîñåäåé ñîñåäåé è ò.ä. Àëãîðèòì ïîèñêà â øèðèíó
ÏÎØ îòëè÷àåòñÿ îò àëãîðèòìà ÏÎÃ òîëüêî ïðîöåäóðîé ÏÎÈÑÊØ, â êîòîðîé âìåñòî ñòåêà,
ðåàëèçóþùåãî ðåêóðñèâíûå âûçîâû â ÏÎÈÑÊ, èñïîëüçóåòñÿ î÷åðåäü âåðøèí Q.

procedure ÏÎÈÑÊØ(v):

5. ñîçäàòü ïóñòóþ î÷åðåäü Q;
6. ÄÎÁÀÂÈÒÜ(Q, v); ïîìåòèòü v êàê "ñòàðóþ";
7. WHILE Q 6= ∅ DO
8. { w := ÍÀ×ÀËÎ(Q); ÓÄÀËÈÒÜ(Q,w);
9. NUM [w] := NOMER; NOMER := NOMER+ 1;
10. FOR EACH u ∈ Lw DO
11. IF âåðøèíà u "íîâàÿ"
12. THEN { ÄÎÁÀÂÈÒÜ(Q, u);
13. ïîìåòèòü u êàê "ñòàðóþ" };
14. T := T ∪ {(w, u)}
15. }

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå àíàëîãè÷íî òåîðåìå 5.1 î ñâîéñòâàõ ïîèñêà â ãëóáèíó.

Òåîðåìà 5.3. Àëãîðèòì ÏÎØ îáõîäèò (íóìåðóåò) âñå âåðøèíû íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà
G = (V,E) çà âðåìÿ O(max(|V |, |E|)). Åñëè G � ñâÿçíûé ãðàô, òî S = (V, T ) � ýòî îñòîâ G,
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åñëè ãðàô G íå ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì, òî S = (V, T ) � ýòî îñòîâíîé ëåñ äëÿ G, ò.å. îáúåäèíåíèå
îñòîâíûõ äåðåâüåâ äëÿ êàæäîé èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè G.

Ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 5.2. Ïóñòü G1 = (V1, E1) � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà G è v1 ∈ V1 � ïåðâàÿ
âåðøèíà, äëÿ êîòîðîé â ñòð. 4 âûçûâàåòñÿ ïðîöåäóðà ÏÎÈÑÊØ(v1). Òîãäà
à) â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ ýòîãî âûçîâà êàæäàÿ âåðøèíà w ∈ V1 ïîïàäåò îäèí ðàç â î÷åðåäü
Q;
á) ïîñëå çàâåðøåíèÿ ýòîãî âûçîâà âñå âåðøèíû èç V1 "ñòàðûå"è èìåþò íîìåðà îò NOMER
äî NOMER+ |V1| − 1;
â) äîáàâëåííûå ê T âî âðåìÿ ýòîãî âûçîâà ðåáðà T1 îáðàçóþò îñòîâíîå äåðåâî äëÿ G1;
ã) ïóòü îò v1 äî ëþáîé âåðøèíû w ∈ V1 â äåðåâå T1 ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøèì (ïî ÷èñëó ðåáåð)
ïóòåì ìåæäó v1 è w â ãðàôå G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåììà äîêàçûâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé èíäóêöèåé ïî ðàññòîÿíèþ îò v1 äî
w. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà (ã) ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîé âåðøèíû u, íàõîäÿùåéñÿ íà
ðàññòîÿíèè k ≥ 0 îò v1 â ãðàôå G, ïóòü â T1 îò v1 äî u èìååò äëèíó k. Åñëè âåðøèíà w íàõîäèòñÿ
íà ðàññòîÿíèè k + 1 îò v1, òî ó íåå åñòü ñîñåäè, íàõîäÿùèåñÿ îò v1 íà ðàññòîÿíèè k. Ïóñòü u
ïåðâàÿ èç ýòèõ âåðøèí, ïîïàâøàÿ (ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ) â î÷åðåäü Q. Òîãäà â
ìîìåíò âûáîðà u èç Q âåðøèíà w åùå íîâàÿ è â T1 äîáàâèòñÿ ðåáðî (u,w). Ñëåäîâàòåëüíî,
äëèíà ïóòè îò v1 äî w â T1 áóäåò ðàâíà k + 1, ò.å. ýòî áóäåò êðàò÷àéøèé ïóòü.

Èç ýòîé ëåììû íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì
Ñëåäñòâèå. Äëÿ ñâÿçíîãî ãðàôà G = (V,E) àëãîðèòì ÏÎØ ñòðîèò îñòîâíîå äåðåâî S =
(V, T ), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç åãî êîðíÿ âî âñå îñòàëüíûå âåðøèíû.
Òàêèå äåðåâüÿ èíîãäà íàçûâàþò ãåîäåçè÷åñêèìè.

Ïðèìåð 10. Ïðèìåíèì àëãîðèòì ÏÎØ ê ãðàôó G2 èç ïðèìåðà 9, èçîáðàæåííîìó íà ðèñ.
15. Íàïîìíèì åãî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ñïèñêîâ ñìåæíîñòè:

L1 : 6, 2 L7 : 6, 8
L2 : 1, 9, 10, 3 L8 : 6, 7
L3 : 2, 5, 4 L9 : 2, 10, 11
L4 : 3, 5 L10 : 2, 9, 11
L5 : 2, 3, 4 L11 : 9, 10
L6 : 1, 7, 8

Òîãäà ïðè îáõîäå â øèðèíó ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ íóìåðàöèÿ âåðøèí G2:

V : 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
NUM : 1 3 8 11 10 2 4 5 6 7 9

Ïðè ýòîì îáõîä ïðîèñõîäèò ïî äóãàì äåðåâà T , èçîáðàæåííîãî íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå.

5.3 Äâóñâÿçíûå êîìïîíåíòû íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ

Êàê ìû îòìå÷àëè âûøå, îòñóòñòâèå ìîñòîâ â ãðàôå îçíà÷àåò íåâîçìîæíîñòü ðàçðóøèòü ïðåä-
ñòàâëÿåìóþ èì ñåòü ñâÿçè çà ñ÷åò óäàëåíèÿ îäíîãî ðåáðà. Ðàññìîòðèì åùå îäíî ñâîéñòâî ãðàôîâ
- äâóñâÿçíîñòü, êîòîðîå äåëàåò íåâîçìîæíûì ðàçðóøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ñåòè ñâÿçè çà ñ÷åò
óäàëåíèÿ îäíîé âåðøèíû.
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Ðèñ. 17: Îñòîâ ãðàôà G2, ïîñòðîåííûé àëãîðèòìîì ÏÎØ

Îïðåäåëåíèå 16. Íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (V,E) íàçûâàåòñÿ äâóñâÿçíûì, åñëè äëÿ
ëþáûõ òðåõ åãî ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ âåðøèí w, v è a ñóùåñòâóåò ïóòü ìåæäó w è v, íå ïðî-
õîäÿùèé ÷åðåç a. Âåðøèíà v íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ (øàðíèðîì, òî÷êîé ðàçäåëà) ãðà-
ôà G, åñëè äëÿ íåêîòîðîé ïàðû ðàçëè÷íûõ âåðøèí x è y (íå ñîâïàäàþùèõ ñ v) âñÿêèé ïóòü
ìåæäó x è y ïðîõîäèò ÷åðåç v.

Ñëåäñòâèå. Ñâÿçíûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ äâóñâÿçíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåì íåò
òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 17. Ìàêñèìàëüíûé äâóñâÿçíûé ïîäãðàô ãðàôà G íàçûâàåòñÿ åãî äâóñâÿçíîé
êîìïîíåíòîé (èíîãäà òàêèå ïîäãðàôû íàçûâàþòñÿ áëîêàìè ãðàôà).

Çàìåòèì, ÷òî èçîëèðîâàííûå âåðøèíû è ìîñòû ÿâëÿþòñÿ äâóñâÿçíûìè êîìïîíåíòàìè.
Ñîäåðæàòåëüíî, òî÷êè ñî÷ëåíåíèÿ � ýòî �ñëàáûå"ìåñòà ñâÿçíîãî ãðàôà. Íàïðèìåð, åñëè

ãðàô ïðåäñòàâëÿåò íåêîòîðóþ ñåòü ñâÿçè, òî ïîâðåæäåíèå ïóíêòà ñâÿçè, ñîîòâåòñòâóþùåãî
òî÷êå ñî÷ëåíåíèÿ, ïðèâåäåò ê ðàçðûâó ñåòè, ò.å. íåâîçìîæíîñòè ïåðåñûëàòü ñîîáùåíèÿ ïî âñåé
ñåòè.

Ëåììà 5.3. Ïóñòü Gi = (Vi, Ei) (i = 1, ..., k) - äâóñâÿçíûå êîìïîíåíòû ãðàôà G = (V,E).
Òîãäà
1) ãðàô Gi äâóñâÿçåí (i = 1, ..., k) :
2) äëÿ ëþáîé ïàðû i 6= j |Vi ∩ Vj | ≤ 1;
3) a � òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ G ⇐⇒ äëÿ íåêîòîðûõ i è j {a} = Vi ∩ Vj.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóíêò (1) ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ.
(2) Åñëè áû |Vi ∩ Vj | ≥ 2, òî äëÿ ëþáûõ òðåõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ âåðøèí w, v è a èç Vi ∪ Vj
èìåëñÿ áû ïóòü ìåæäó w è v, íå ïðîõîäÿùèé ÷åðåç a è, ñëåäîâàòåëüíî, ýòè âåðøèíû ñîñòàâëÿëè
áû îäíó äâóñâÿçíóþ êîìïîíåíòó.
(3) Ïóñòü a � òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ G. Òîãäà ñóùåñòâóþò äâå âåðøèíû w è v, ëþáîé ïóòü ìåæäó
êîòîðûìè ïðîõîäèò ÷åðåç a. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé òàêîé ïóòü w, . . . , w′, a, v′, . . . , v. Ïóñòü
w′ ∈ Vi è v′ ∈ Vj . Òîãäà Vi 6= Vj è Vi ∩ Vj = {a}.
Îáðàòíî, ïóñòü {a} = Vi ∩ Vj . Òîãäà äëÿ ëþáîé ïàðû âåðøèí w ∈ Vi v ∈ Vj ëþáîé ïóòü ìåæäó
íèìè ïðîõîäèò ÷åðåç a, ò.å. a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ñâÿçûâàåò òî÷êè ñî÷ëåíåíèÿ ñ ãëóáèííûì îñòîâíûì äåðåâîì ãðà-
ôà.
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Ëåììà 5.4. Ïóñòü G = (V,E) - ñâÿçíûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô, à S = (V, T ) - ãëóáèííîå
îñòîâíîå äåðåâî. Âåðøèíà a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
1) a � êîðåíü äåðåâà S è îí èìååò áîëåå îäíîãî ñûíà èëè
2) a � íå êîðåíü è ó íåãî åñòü ñûí s òàêîé, ÷òî ìåæäó íèì è åãî ïîòîìêàìè è ïðåäêàìè a
íåò îáðàòíûõ ðåáåð.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Åñëè a � êîðåíü äåðåâà S è ó íåãî èìååñòÿ õîòÿ áû äâà ñûíà s1 è s2,
òî ëþáîé ñîåäèíÿþùèé èõ ïóòü ïðîõîäèò ÷åðåç a è ïîýòîìó a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ G.
Åñëè æå ó a ëèøü îäèí ñûí s1, òî ìåæäó äâóìÿ ëþáûìè âåðøèíàìè w è v, èìåþùèìè ïóòü,
ïðîõîäÿùèé ÷åðåç a, èìååòñÿ ïóòü, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç s1 è íå âêëþ÷àþùèé a. Ñëåäîâàòåëüíî,
â ýòîì ñëó÷àå a íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ.

(2) Ïóñòü a � íå êîðåíü è ó íåãî åñòü ñûí s òàêîé, ÷òî ìåæäó íèì è åãî ïîòîìêàìè è
ïðåäêàìè a íåò îáðàòíûõ ðåáåð. Òîãäà ëþáîé ïóòü ìåæäó îòöîì a è s ïðîõîäèò ÷åðåç a è,
ñëåäîâàòåëüíî, a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ñûíà s âåðøèíû a èìååòñÿ ðåáðî (us, vs), ñîåäèíÿþùåå åãî
èëè íåêîòîðîãî åãî ïîòîìêà us ñ êàêèì-íèáóäü ïðåäêîì vs âåðøèíû a. Ïóñòü ìåæäó w è v
èìååòñÿ ïóòü, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç a. Òîãäà, åñëè w íå ÿâëÿåòñÿ ïîòîìêîì a â S, à v âõîäèò â
ïîääåðåâî Ts ñ êîðíåì s -ñûíîì a, òî èìååòñÿ ïóòü èç w â êîðåíü S, îòòóäà â vs, çàòåì ïî
ðåáðó (vs, us) â Ts, çàòåì èç us â s è, íàêîíåö èç s â us. Åñëè w è v ÿâëÿþòñÿ ïîòîìêàìè a â
ïîääåðåâüÿõ Ts1 è Ts2 ðàçíûõ ñûíîâåé s1 è s2 âåðøèíû a, òî ìåæäó íèìè ñóùåñòâóåò ïóòü
w → . . .→ s1 → . . .→ us1 → vs1 → . . .→ vs2 → us2 → . . .→ s2 → . . .→ v. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ýòè
ïóòè íå ïðîõîäÿò ÷åðåç a. Ñëåäîâàòåëüíî, a íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ.

Ïóñòü NUM [v] - íîìåð, ïðèñâîåííûé v àëãîðèòìîì ÏÎÃ. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ôóíêöèè
ÂÅÐÕ[v]), êîòîðàÿ èñïîëüçîâàëàñü ïðè îïðåäåëåíèè ìîñòîâ:
ÂÅÐÕ[v] = min{{NUM [v]}, {NUM [w] | ñóùåñòâóåò òàêîå îáðàòíîå ðåáðî (x,w), ÷òî x - ïîòîìîê
v, à w - ïðåäîê v â ãëóáèííîì îñòîâíîì äåðåâå (V, T )}}.

Ñëåäñòâèå ëåììû 5.4: v - òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ ⇐⇒ ó v åñòü ñûí s, äëÿ êîòîðîãî ÂÅÐÕ[s] ≥
NUM [v].

Èç îïðåäåëåíèÿ ÂÅÐÕ ñëåäóåò, ÷òî
(*) ÂÅÐÕ[v] = min{{NUM [v]} ∪ {ÂÅÐÕ[s]|s− ñûí v} ∪ {NUM [w]| (v, w)− îáðàòíîå ðåáðî}}.

Ñëåäóþùèé àëãîðèòì âûäåëåíèÿ äâóñâÿçíûõ êîìïîíåíò, ïðåäëîæåííûé Õîïêðîôòîì, îñíî-
âàí íà ïîèñêå â ãëóáèíó, â ïðîöåññå êîòîðîãî âñå ðàññìàòðèâàåìûå ðåáðà ïîïàäàþò (ïî îäíîìó
ðàçó) â ñòåê S è äëÿ êàæäîé âåðøèíû v âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè ÂÅÐÕ[v] (ïî òîé æå
ñõåìå, ÷òî è ïðè ïîèñêå ìîñòîâ). Ïðè îáíàðóæåíèè òî÷êè ñî÷ëåíåíèÿ v âñå ðåáðà, ïîìåùåííûå
â S ïîñëå ïåðåõîäà ê åå ñûíó w, óäîâëåòâîðÿþùåìó óñëîâèþ èç ï. (2) ëåììû 5.4, ñîñòàâëÿþò
î÷åðåäíóþ äâóñâÿçíóþ êîìïîíåíòó Ci. Îíè âûòàëêèâàþòñÿ èç S è ïîìåùàþòñÿ â Ci.

Àëãîðèòì ÄÂÓÑÂßÇ
Âõîä: ñâÿçíûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (V,E), çàäàííûé ïîñðåäñòâîì ñïèñêîâ ñìåæ-

íîñòè Lv, âåðøèíà v0 ∈ V .
Âûõîä: ñïèñêè ðåáåð äâóñâÿçíûõ êîìïîíåíò G.

1. NOMER := 0; i := 0; ÑîçäàòüÑòåê(S); T := ∅;
2. FOR EACH v ∈ V DO {NUM [v] := 0; îòìåòèòü v êàê "íîâóþ"};
3. FOR EACH (v, w) ∈ E DO mark(v.w) := 0; /* (v, w) íå ïîìåùàëîñü â S
4. ÏÎÈÑÊÁ(v0).
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Procedure ÏÎÈÑÊÁ(v)

1. NOMER := NOMER+ 1; NUM [v] := NOMER; ÂÅÐÕ[v] := NUM [v];
2. Ïîìåòèòü v êàê "ñòàðóþ";
3. FOR EACH w ∈ Lv DO
4. { IF mark(v, w) = 0 THEN ÂÒÎËÊ(S, (v, w)); mark(v, w) := 1 END-IF;
5. IF w - "íîâàÿ" THEN /* (v, w) ïðÿìîå ðåáðî
6. { T := T ∪ (v, w) ;
7. ÎÒÅÖ[w] := v;
8. ÏÎÈÑÊÁ[w];
9. IF ÂÅÐÕ[w] ≥ NUM [v] THEN /* v -òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ

/* Î÷åðåäíàÿ êîìïîíåíòà: âûòîëêíóòü èç S âñå ðåáðà äî (v, w) âêëþ÷èòåëüíî
10. {i := i+ 1;Ci = ∅;
11. DO {(x, y) := ÂÅÐÕ(S); Ci := Ci ∪ {(x, y)}; ÂÛÒÎËÊ(S)}
12. UNTIL (x, y) = (v, w)
13. }
14. END-IF;
15. ÂÅÐÕ[v] := min{ÂÅÐÕ[v],ÂÅÐÕ[w]}
16. }
17. ELSE /* (v, w) - îáðàòíîå ðåáðî
18. IF ÎÒÅÖ[v] 6= w THEN
19. ÂÅÐÕ[v] := min{ÂÅÐÕ[v], NUM [w]} END-IF
20. END-IF
21. }

Òåîðåìà 5.4. Àëãîðèòì ÄÂÓÑÂßÇ ïðàâèëüíî íàõîäèò äâóñâÿçíûå êîìïîíåíòû ãðàôà G çà
âðåìÿ O(|E|).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå çàìåòèì, ÷òî àëãîðèòì äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ∈ V âû÷èñëÿåò
çíà÷åíèå ôóíêöèè ÂÅÐÕ[v] â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì (*). Äåéñòâèòåëüíî, â ñòð. 1 îíî
ïîëó÷àåò çíà÷åíèå NUM [v], â ñòð.15 äëÿ íåãî âûáèðàåòñÿ ìèíèìóì èç òåêóùåãî çíà÷åíèÿ è
çíà÷åíèÿ ÂÅÐÕ[w] äëÿ êàæäîãî ñûíà w âåðøèíû v, à â ñòð. 20 ó÷èòûâàåòñÿ NUM [w] äëÿ
îáðàòíûõ ðåáåð (v, w). Òàêèì îáðàçîì, òåñò â ñòð. 9 âåðíî èäåíòèôèöèðóåò òî÷êè ñî÷ëåíåíèÿ.

Äîêàæåì òåïåðü èíäóêöèåé ïî ÷èñëó k äâóñâÿçíûõ êîìïîíåíò ãðàôà G, ÷òî àëãîðèòì ïðà-
âèëüíî âûäàåò äâóñâÿçíûå êîìïîíåíòû.
Áàçèñ. Ïðè k = 1 ãðàô G ÿâëÿåòñÿ äâóñâÿçíûì. Òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ â íåì íåò. Ïîýòîìó âåðøèíà
v0 � êîðåíü îñòîâíîãî äåðåâà � èìååò â íåì ëèøü îäíîãî ñûíà. Ïóñòü ýòî v1. Òîãäà ïåðâûì â ñòåê
ïîìåùàåòñÿ ðåáðî (v0, v1) è âûçûâàåòñÿ ÏÎÈÑÊÁ[v1]. Ýòîò âûçîâ âîçâðàùàåò ÂÅÐÕ[v1] = 1,
òàê êàê ñðåäè ïîòîìêîâ v1 â äåðåâå åñòü âåðøèíû, ñâÿçàííûå ðåáðàìè ñ v0. Çàòåì â ñòð. 9 âû-
ÿñíÿåòñÿ, ÷òî ÂÅÐÕ[v1] = 1 ≥ NUM [v0] = 1, è èç ñòåêà âûòàëêèâàþòñÿ âñå ðåáðà G, ïîñêîëüêó
íè îäíî èç íèõ äî ýòîãî íå âûòàëêèâàëîñü.
Øàã èíäóêöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àëãîðèòì ïðàâèëüíî âûäàåò äâóñâÿçíûå êîìïîíåíòû äëÿ
âñåõ ãðàôîâ ñ èõ ÷èñëîì k. Ðàññìîòðèì åãî ðàáîòó íà ãðàôå G ñîñòîÿùåì èç (k+ 1)-îé êîìïî-
íåíòû. Ïóñòü v � ýòî ïåðâàÿ âåðøèíà, äëÿ êîòîðîé â ïðîöåññå ðàáîòû áóäåò âûïîëíåíî óñëîâèå
â ñòð. 9, ò.å. ïåðâàÿ âûÿâëåííàÿ òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ è ïóñòü w � ýòî òîò åå ñûí, äëÿ êîòðîãî îíî
âûïîëíèëîñü. Òàê êàê ïîñëå ïîìåùåíèÿ â ñòåê S ðåáðà (v, w) íè îäíî ðåáðî èç íåãî íå âûòàëêè-
âàëîñü, òî â íåì íàõîäÿòñÿ âñå ðåáðà ãðàôà, ñîåäèíÿþùèå ìåæäó ñîáîé âåðøèíû, äîñòèæèìûå
èç w, à òàêæå ðåáðà, ñîåäèíÿþùèå ýòè âåðøèíû ñ v. Äðóãèõ ðåáåð òàì íåò, òàê ó âåðøèí, äî-
ñòèæèìûõ èç w, íåò îáðàòíûõ ðåáåð, âåäóùèõ "âûøå"v. Òàêèì îáðàçîì, â öèêëå â ñòð. 11,12 èç
S áóäóò âûòîëêíóòû âñå ðåáðà êîìïîíåíòû äâóñâÿçíîñòè C1, ñîäåðæàùåé ðåáðî (v, w). Äàëåå
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àëãîðèòì áóäåò ðàáîòàòü íà G òàê æå, êàê îí ðàáîòàë áû íà ãðàôå G′, ïîëó÷åííîì èç G ïîñëå
óäàëåíèÿ êîìïîíåíòû C1 (òîëüêî íîìåðà âåðøèí áóäóò äàëåå â G áîëüøå íîìåðîâ äëÿ G′ íà
÷èñëî âåðøèí â C) . Òàê êàê G′ ñîäåðæèò k êîìïîíåíò, òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè âñå åãî
êîìïîíåíòû áóäóò âûäàíû âåðíî. Ñëåäîâàòåëüíî, è âñå êîìïîíåíòû G áóäóò âûäàíû âåðíî.

Äëÿ îöåíêè âðåìåíè çàìåòèì, ÷òî àëãîðèòì ÄÂÓÑÂßÇ îñíîâàí íà îáõîäå â ãëóáèíó, äî-
ïîëíåííîì âû÷èñëåíèåì ôóíêöèè ÂÅÐÕ[v] äëÿ âñåõ âåðøèí è îïåðàöèÿìè ñî ñòåêîì S. ×èñëî
îïåðàöèé âçÿòèÿ ìèíèìóìà ïðè âû÷èñëåíèè ÂÅÐÕ[v] íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà ðåáåð, èíöèäåíò-
íûõ v. Êàæäîå ðåáðî ãðàôà G âòàëêèâàåòñÿ â S è âûòàëêèâàåòñÿ èç íåãî ïî îäíîìó ðàçó. Êðîìå
òîãî, òàê êàê G ñâÿçíûé, òî |V | ≤ |E|+1. Îòñþäà âûâîäèì, ÷òî âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ÄÂÓ-
ÑÂßÇ îãðàíè÷åíî O(|E|).

Ïðèìåð 11. Ïðèìåíèì àëãîðèòì ÄÂÓÑÂßÇ ê ãðàôó G2 èç ïðèìåðà 9, èçîáðàæåííîìó íà
ðèñ. 15. Åùå ðàç íàïîìíèì åãî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ñïèñêîâ ñìåæíîñòè:

L1 : 6, 2 L7 : 6, 8
L2 : 1, 9, 10, 3 L8 : 6, 7
L3 : 2, 5, 4 L9 : 2, 10, 11
L4 : 3, 5 L10 : 2, 9, 11
L5 : 2, 3, 4 L11 : 9, 10
L6 : 1, 7, 8

Â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà ÄÂÓÑÂßÇ äëÿ âñåõ âåðøèí áóäóò îïðåäåëåíû òå æå íîìåðà è
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ÂÅÐÕ, ÷òî è â ïðèìåðå 9:

V : 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
NUM : 1 5 9 11 10 2 3 4 6 7 8
ÂÅÐÕ : 1 5 5 9 5 2 2 2 5 5 6

Ïðè ýòîì ïðè âîçâðàòå èç ÏÎÈÑÊÁ(7) â ÏÎÈÑÊÁ(6) â ñòð. 9 áóäåò âûïîëíåíî óñëîâèå
ÂÅÐÕ[7] ≥ NUM [6], à ñòåê áóäåò èìåòü âèä: S = (1, 6)(6, 7)(7, 8)(6, 8) (äíî ñòåêà - ñëåâà, à
âåðõ ñòåêà - ñïðàâà). Â ñòð. 11, 12 â ïåðâóþ êîìïîíåíòó C1 èç S áóäóò ïåðåìåùåíû ðåáðà
äî (6, 7) âêëþ÷èòåëüíî, ò.å. C1 = {(6, 7), (7, 8), (6, 8)}. Çàòåì çàâåðøèòñÿ âûçîâ ÏÎÈÑÊÁ(6) è
áóäåò îáíàðóæåíî, ÷òî ÂÅÐÕ[6] ≥ NUM [1], ïîñëå ÷åãî â C2 ïîïàäåò ðåáðî (1, 6), à ñòåê S îïó-
ñòîøèòñÿ. Äàëåå ïîñëåäóþò âûçîâû ÏÎÈÑÊÁ(2) è ÏÎÈÑÊÁ(9). Ïîñëå çàâåðøåíèÿ âòîðîãî èç
íèõ S = (1, 2)(2, 9)(9, 10)(10, 2)(10, 11)(11, 9) è â ñòð. 9 îáíàðóæèòñÿ, ÷òî ÂÅÐÕ[9] ≥ NUM [2].
Â ðåçóëüòàòå ñôîðìèðóåòñÿ êîìïîíåíòà C3 = {(2, 9)(9, 10)(10, 2)(10, 11)(11, 9)}, à â ñòåêå îñòà-
íåòñÿ ðåáðî (1, 2). Çàòåì ïîñëåäóåò âûçîâ ÏÎÈÑÊÁ(3), ïðè çàâåðøåíèè êîòîðîãî ñòåê S =
(1, 2)(2, 3)(3, 5)(5, 2)(5, 4)(4, 3) è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ÂÅÐÕ[3] ≥ NUM [2]. Ïîýòîìó â ñòð. 11,12
ñôîðìèðóåòñÿ êîìïîíåíòà C4 = {(2, 3)(3, 5)(5, 2)(5, 4)(4, 3)}, à â S îñòàíåòñÿ ðåáðî (1, 2). Ïîñëå
çàâåðøåíèÿ âûçîâà ÏÎÈÑÊÁ(2) âûïîëíåíî óñëîâèå ÂÅÐÕ[2] ≥ NUM [1] è ñîçäàåòñÿ ïîñëåäíÿÿ
êîìïîíåíòà C5 = {(1, 2)}.

5.4 Êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè è áàçû îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà

Ïîíÿòèå ñèëüíîé ñâÿçíîñòè äëÿ îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ ñîîòâåòñòâóåò îòíîøåíèþ âçàèìíîé
äîñòèæèìîñòè âåðøèí.

Îïðåäåëåíèå 18. Ñèëüíî ñâÿçíûå êîìïîíåíòû îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ.
Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (V,E) íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû åãî
âåðøèí v è w â G èìååòñÿ ïóòü èç v â w è ïóòü èç w â v. Ñèëüíî ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé G
íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ñèëüíî ñâÿçíûé ïîäãðàô ãðàôà G.
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Îïðåäåëèòü âñå ñèëüíî ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ìîæíî, èñïîëüçóÿ âàðèàíò àëãîðèòìà ïîèñêà
â ãëóáèíó ÏÎÃ+ïîñò, â êîòîðîì â ïðîöåäóðå ÏÎÈÑÊ+ïîñò(v) âåðøèíà v ïîëó÷àåò íîìåð
ïåðåä âûõîäîì èç ïðîöåäóðû (ò.å. îïåðàòîðû ñòðîêè 6 ñòîÿò ïîñëå ñòðîêè 12).

procedure ÏÎÈÑÊ+ïîñò(v):

5. ïîìåòèòü v êàê "ñòàðóþ";
6. FOR EACH w ∈ Lv DO
7. IF âåðøèíà w "íîâàÿ"
8. THEN
9. { T := T ∪ {(v, w)};
10. ÏÎÈÑÊ+ïîñò(w)
11. };
12. NUM [v] = NOMER; NOMER = NOMER+ 1

Àëãîðèòì ÏÎÃ+ïîñò âûçûâàåòñÿ íà ïåðâîì ýòàïå ñëåäóþùåãî àëãîðèòìà ÑÑÊ, âîçâðà-
ùàþùåãî âñå ñèëüíî ñâÿçíûå êîìïîíåíòû èñõîäíîãî ãðàôà. Ýòîò àëãîðèòì áûë ïðåäëîæåí
Êîñåðåéþ (R. Kosaraju) â 1978 ã.

Àëãîðèòì ÑÑÊ:

Âõîä: îðèåíòèðîâàííûé ãðàôG = (V,E), çàäàííûé ïîñðåäñòâîì ñïèñêîâ ñìåæíîñòè Lv, v ∈
V .

Âûõîä: ñïèñêè âåðøèí ñèëüíî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò G.
1. Âûïîëíèòü ÏÎÃ +ïîñò íà G è äëÿ êàæäîé âåðøèíû v îïðåäåëèòü åå íîìåð NUM [v];
2. Ïîñòðîèòü ãðàô G′ = (V,E′), "ïåðåâåðíóâ"ñòðåëêè: E′ = {(v, w)|(w, v) ∈ E};
3. W := V ;
4. WHILE W 6= ∅ DO
5. { âûáðàòü w ∈W ñ ìàêñèìàëüíûì íîìåðîì NUM [w];
6. âûïîëíèòü ÏÎÈÑÊ(w) íà G′ è âûäàòü ïðîéäåííûå âåðøèíû Vw â êà÷åñòâå î÷åðåäíîé êîì-
ïîíåíòû;
7. W := W \ Vw}.

Òåîðåìà 5.5. Àëãîðèòì ÑÑÊ êîððåêòíî âûäàåò âñå ñèëüíî ñâÿçíûå êîìïîíåíòû îðèåíòè-
ðîâàííîãî ãðàôà G = (V,E) çà âðåìÿ O(|V |+ |E|).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðàâèëüíîñòè àëãîðèòìà ÑÑÊ îñòàâëÿåì â êà÷åñòâå çà-
äà÷è (ñì. çàäà÷ó 5.10). Äëÿ îöåíêè âðåìåíè åãî ðàáîòû çàìåòèì, ÷òî ïóíêòû 1 - 3, î÷åâèäíî,
âûïîëíÿþòñÿ çà âðåìÿ O(|V | + |E|). Â ñòðîêàõ 6 è 7 öèêëà WHILE êàæäîå ðåáðî ãðàôà G′

ðàññìàòðèâàåòñÿ íå áîëåå äâóõ ðàç, à êàæäàÿ âåðøèíà ïðîõîäèòñÿ (íóìåðóåòñÿ â ÏÎÈÑÊ) è
óäàëÿåòñÿ 1 ðàç. Ïîýòîìó îáùåå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ýòèõ ñòðîê òàêæå O(|V |+ |E|). ×òî êàñàåòñÿ
îïðåäåëåíèÿ î÷åðåäíîé âåðøèíû ñ ìàêñèìàëüíûì íîìåðîì â ñòðîêå 5, òî äëÿ åãî ýôôåêòèâíî-
ãî âûïîëíåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðè ïðèñâîåíèè íîìåðà î÷åðåäíîé âåðøèíå â àëãîðèòìå ÏÎÃ +ïîñò
äåëàòü ññûëêó íà âåðøèíó, ïîëó÷èâøóþ ïðåäûäóùèé íîìåð. Òàêèì îáðàçîì ïî çàâåðøåíèè
ýòîãî àëãîðèòìà îáðàçóåòñÿ ñïèñîê âåðøèí â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ èõ íîìåðîâ, êîòîðûé ìîæíî
èñïîëüçîâàòü äëÿ âûáîðà î÷åðåäíîé âåðøèíû â ñòðîêå 5. Ïðè ýòîì îáùåå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ
ýòîé ñòðîêè íå ïðåâûñèò O(|V |).

Îïðåäåëèì äëÿ îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G = (V,E) åãî ãðàô êîìïîíåíò GK = (V K , EK)
ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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V K = {C | C − êîìïîíåíòà ñèëüíîé ñâÿçíîñòè G},
EK = {(C1, C2) | ñóùåñòâóåò òàêîå ðåáðî (v, u) ∈ E, ÷òî v ∈ C1, u ∈ C2}.

Ãðàô GK íàçûâàþò êîíäåíñàöèåé ãðàôà G. Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì ÑÑÊ, êîíäåíñàöèþ GK

ãðàôà G ìîæíî ïîñòðîèòü çà âðåìÿ O(|V |+ |E|) ( çàäà÷à 5.12).
Èç îïðåäåëåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî â ãðàôå GK íåò öèêëîâ, à îòíîøåíèå äîñòè-

æèìîñòè íà íåì ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ≤K : îíî ðåôëåêñèâíî, àíòèñèììåò-
ðè÷íî è òðàíçèòèâíî.

Íàçîâåì ñèëüíî ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó K ãðàôà G ìèíèìàëüíîé, åñëè îíà ìèíèìàëüíà îòíî-
ñèòåëüíî ïîðÿäêà ≤K , ò.å. íå äîñòèæèìà íè èç êàêîé äðóãîé êîìïîíåíòû G. Èç ýòîãî îïðåäå-
ëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî K ìèíèìàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ãðàôå GK íåò ðåáåð, âõîäÿùèõ
â K.

Ìèíèìàëüíûå êîìïîíåíòû â ãðàôå GK , î÷åâèäíî, ìîæíî íàéòè ïî åãî ñïèñêàì ñìåæíîñòè
çà âðåìÿ O(|V K |+ |EK |).

Âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñåòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ
íåêîòîðîãî ðåñóðñà: ïðîäóêòà, òîâàðà, èíôîðìàöèè è ò.ï. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ åñòåñòâåííî âîçíè-
êàåò çàäà÷à ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà òàêèõ òî÷åê (âåðøèí), èç êîòîðûõ ýòîò ðåñóðñ ìîæåò
áûòü äîñòàâëåí â ëþáóþ òî÷êó ñåòè.

Îïðåäåëåíèå 19. Ïóñòü G = (V,E) � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô. Ïîäìíîæåñòâî âåðøèí
W ⊆ V íàçûâàåòñÿ ïîðîæäàþùèì, åñëè èç âåðøèí W ìîæíî äîñòè÷ü ëþáóþ âåðøèíó ãðàôà.
Ïîäìíîæåñòâî âåðøèí W ⊆ V íàçûâàåòñÿ áàçîé ãðàôà, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì,
íî íèêàêîå åãî ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèì íå ÿâëÿåòñÿ.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñâÿçûâàåò áàçû ãðàôà ñ åãî ìèíèìàëüíûìè êîìïîíåíòàìè è ïîçâîëÿåò
ýôôåêòèâíî íàõîäèòü âñå áàçû ãðàôà.

Òåîðåìà 5.6. Ïóñòü G = (V,E) � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô. Ïîäìíîæåñòâî âåðøèí W ⊆ V
ÿâëÿåòñÿ áàçîé G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ñîäåðæèò ïî îäíîé âåðøèíå èç êàæäîé
ìèíèìàëüíîé êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè G è íå ñîäåðæèò íèêàêèõ äðóãèõ âåðøèí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì âíà÷àëå, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà ãðàôà äîñòèæèìà èç âåðøèíû,
ïðèíàäëåæàùåé íåêîòîðîé ìèíèìàëüíîé êîìïîíåíòå. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî âåðøèí W , ñîäåð-
æàùèõ ïî îäíîé âåðøèíå èç êàæäîé ìèíèìàëüíîé êîìïîíåíòû, ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì à ïðè
óäàëåíèè èç íåãî ëþáîé âåðøèíû ïåðåñòàåò áûòü òàêîâûì, òàê êàê âåðøèíû èç ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ìèíèìàëüíîé êîìïîíåíòû ñòàíîâÿòñÿ íåäîñòèæèìû. Ïîýòîìó W ÿâëÿåòñÿ áàçîé.

Îáðàòíî, åñëè W ÿâëÿåòñÿ áàçîé, òî îíî îáÿçàíî âêëþ÷àòü õîòÿ áû ïî îäíîé âåðøèíå èç
êàæäîé ìèíèìàëüíîé êîìïîíåíòû, èíà÷å âåðøèíû òàêîé ìèíèìàëüíîé êîìïîíåíòû îêàæóòñÿ
íåäîñòóïíû. Íèêàêèõ äðóãèõ âåðøèí W ñîäåðæàòü íå ìîæåò, òàê êàê êàæäàÿ èç íèõ äîñòèæè-
ìà èç óæå âêëþ÷åííûõ âåðøèí.

Èç ýòîé òåîðåìû âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ îäíîé èëè ïåðå÷èñëåíèÿ âñåõ
áàç ãðàôà G.
1) Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì ÑÑÊ, íàéòè âñå êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè G.
2) Ïîñòðîèòü êîíäåíñàöèþ GK è âûäåëèòü ñðåäè åå âåðøèí âñå ìèíèìàëüíûå êîìïîíåíòû G.
3) Ïîðîäèòü îäíó èëè âñå áàçû ãðàôà, âûáèðàÿ ïî îäíîé âåðøèíå èç êàæäîé ìèíèìàëüíîé
êîìïîíåíòû.

Òåîðåìà 5.7. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ áàçû îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G = (V,E)
çà âðåìÿ O(|V | + |E|). Âñå áàçû G ìîæíî ïåðå÷èñëèòü çà âðåìÿ O(k|V | + |E|)), ãäå k � ýòî
÷èñëî ðàçëè÷íûõ áàç G.
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Ïðèìåð 12. Îïðåäåëèì âñå áàçû îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G, ïîêàçàííîãî íà ðèñ. 18. Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî â ñïèñêàõ ñìåæíîñòè âåðøèíû èäóò â àëôàâèòíîì ïîðÿäêå (íàïðèìåð, Le =
d, g, h).
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Ðèñ. 18: Ãðàô G

Âíà÷àëå èùåì êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ÑÑÊ. Íà åãî ïåðâîì
ýòàïå ïîñëå âûïîëíåíèÿ ÏÎÃ+ïîñò ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ íóìåðàöèþ âåðøèí:

V : a b c d e f g h k l m n r
NUM : 4 5 1 12 10 11 7 9 6 2 8 3 13

Çàòåì ñòðîèì ãðàô G′ = (V,E′) (ñì. ðèñ. 19), îáðàòèâ íàïðàâëåíèÿ ðåáåð â G
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Ðèñ. 19: Ãðàô G′ = (V,E′)

Íà ýòîì ãðàôå ïîñëåäîâàòåëüíî çàïóñêàåì ÏÎÈÑÊ íà âåðøèíàõ ñ ìàêñèìàëüíûìè íîìå-
ðàìè, óäàëÿÿ ïîñëå êàæäîãî òàêîãî âûçîâà äîñòèãíóòûå â íåì âåðøèíû. Ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå
ñåìü êîìïîíåíò ñèëüíîé ñâÿçíîñòè G:
K1 = {r},K2 = {d, e, f, g},K3 = {h,m},K4 = {k},K5 = {b},K6 = {a, n, l},K7 = {c}.

Íà âòîðîì ýòàïå ñòðîèì êîíäåíñàöèþ GK íà ýòèõ êîìïîíåíòàõ.
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Ðèñ. 20: Ãðàô êîíäåíñàöèè GK íà êîìïîíåíòàõ G

Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ãðàôà îïðåäåëÿåì ìèíèìàëüíûå êîìïîíåíòû:
K1 = {r},K2 = {d, e, f, g} è K5 = {b}.

Íàêîíåö ïåðå÷èñëÿåì âñå ÷åòûðå áàçû G:
B1 = {r, d, b}, B2 = {r, e, b}, B3 = {r, f, b} è B4 = {r, g, b}.

39



5.5 Çàäà÷è

Çàäà÷à 5.1. Ïóñòü íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (V,E) èìååò k êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.
Äîêàçàòü, ÷òî òîãäà

|E| ≤ (|V | − k)(|V | − k + 1)/2.

Çàäà÷à 5.2. Ìîäèôèöèðîâàòü àëãîðèòì ÏÎÃ (ÏÎØ) òàê, ÷òîáû îí îïðåäåëÿë êîìïîíåíòû
ñâÿçíîñòè ãðàôà G (íàïðèìåð, ïðèïèñûâàë êàæäîé âåðøèíå v íîìåð åå êîìïîíåíòû ñâÿçíî-
ñòè ÊÎÌÏ[v] ).

Çàäà÷à 5.3. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñòðîåííîå ÏÎÃ ìíîæåñòâî ðåáåð Ò îáðàçóåò îñòîâíîé ëåñ G.

Çàäà÷à 5.4. Ïóñòü â ðåçóëüòàòå ðàáîòû ÏÎÃ ðåáðî (v, w) îêàçàëîñü îáðàòíûì, ò.å. îíî
ïðèíàäëåæèò E\T . Òîãäà ëèáî v � ïðåäîê w, ëèáî w � ïðåäîê v â ïîñòðîåííîì ÏÎÃ îñòîâíîì
ëåñó.

Çàäà÷à 5.5. Ðàññìîòðèòå ìîäèôèêàöèþ àëãîðèòìà ÏÎÃ (ÏÎØ) äëÿ îðèåíòèðîâàí- íîãî
ãðàôà G = (V,E), â êîòîðîé Lv = {w| (v, w) ∈ E}. Ïîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷åííûé àëãîðèòì
íóìåðóåò âñå âåðøèíû è ñòðîèò îñòîâíîé ëåñ.

Çàäà÷à 5.6. Ïóñòü â ðåçóëüòàòå àëãîðèòìà ÏÎÃ íà îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå G ðåáðî (v, w)
îêàçàëîñü ïîïåðå÷íûì, ò.å. v è w íå ÿâëÿþòñÿ ïîòîìêàìè äðóã äðóãà â T . Äîêàçàòü, ÷òî
òîãäà NUM [v] > NUM [w].

Çàäà÷à 5.7. Ïóñòü F - ýòî ëåñ, ïîñòðîåííûé àëãîðèòìîì ÏÎÃ äëÿ îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà
G = (V,E). Äîêàçàòü, ÷òî G - àöèêëè÷åñêèé ãðàô ⇐⇒ (E \ F ) íå ñîäåðæèò äóãè (v, w), â
êîòîðîé âåðøèíà w ÿâëÿåòñÿ ïðåäêîì âåðøèíû v â F .

Çàäà÷à 5.8. Ïóñòü â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå G = (V,E) äëèíû âñåõ ðåáåð îäèíàêîâû è
ðàâíû d. Ìîäèôèöèðóéòå àëãîðèòì ÏÎØ òàê, ÷òîáû îí äëÿ çàäàííîé âåðøèíû v ∈ V
îïðåäåëèë êðàò÷àéøèå ïóòè è ðàññòîÿíèÿ äî îñòàëüíûõ âåðøèí ãðàôà.

Çàäà÷à 5.9. Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñîðòèðîâêà.
Äëÿ îðèåíòèðîâàííîãî àöèêëè÷åñêîãî ãðàôà G = (V,E) íàçîâåì ëèíåéíûé ïîðÿäîê < íà ìíî-
æåñòâå âåðøèí V òîïîëîãè÷åñêèì, åñëè èç v < w ñëåäóåò, ÷òî â G íåò ïóòè èç w â v (âîîáùå
ãîâîðÿ, ýòîò ïîðÿäîê íå åäèíñòâåííûé). Äîêàçàòü, ÷òî ÏÎÃ+ïîñò íóìåðóåò âåðøèíû G â
ïîðÿäêå, îáðàòíîì òîïîëîãè÷åñêîìó.

Çàäà÷à 5.10. Äîêàçàòü, ÷òî àëãîðèòì ÑÑÊ êîððåêòíî âûäàåò âñå ñèëüíî ñâÿçíûå êîìïî-
íåíòû G.

Çàäà÷à 5.11. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â àëãîðèòìå ÑÑÊ èç ïðåäûäóùåé çàäà÷å â öèêëå 4-7 âìåñòî
ãðàôà G′ = (V,E′) ñ ïåðåâåðíóòûìè ñòðåëêàìè èñïîëüçóåòñÿ èñõîäíûé ãðàô G, à âåðøèíû
ðàññìàòðèâàþòñÿ â ïîðÿäêå óâåëè÷åíèÿ èõ íîìåðîâ. Áóäåò ëè òàêîé àëãîðèòì ðàáîòàòü
ïðàâèëüíî?

Çàäà÷à 5.12. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì, êîòîðûé ïî îðèåíòèðîâàííîìó ãðàôó G = (V,E) ñòðî-
èò åãî ãðàô ñèëüíî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò (êîíäåíñàöèþ) GK çà âðåìÿ O(|V |+ |E|).

Çàäà÷à 5.13. Îïðåäåëèòü äëÿ ïðèâåäåííîãî íà ðèñ. 21 îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G åãî êîìïî-
íåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè, êîíäåíñàöèþ GK è âñå áàçû ãðàôà G.

Çàäà÷à 5.14. Äîêàæèòå, ÷òî ñâÿçíûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäîå åãî ðåáðî ÿâëÿåòñÿ ìîñòîì.
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Ðèñ. 21: Ãðàô G

Çàäà÷à 5.15. Äîêàæèòå, ÷òî äâóñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà - ýòî ìàêñèìàëüíûé íàáîð ðåáåð, ëþ-
áûå äâà ðåáðà êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò îáùåìó ïðîñòîìó öèêëó.

Çàäà÷à 5.16. Íàéòè âñå ìîñòû è äâóñâÿçíûå êîìïîíåíòû çàäàííîãî íåîðèåíòèðîâàííîãî
ãðàôà G = (V,E)
V = {v1, v2, v3, v4, v6, v7, v8, v9, v10, v11},
E = {(v1, v2), (v1, v4), (v1, v8), (v7, v8), (v2, v9), (v9, v11), (v4, v2), (v3, v8), (v6, v3), (v3, v7), (v6, v7),
(v10, v9), (v10, v11)}.

6 Çàäà÷è î ïóòÿõ íà ãðàôå

Çàäà÷è î äîñòèæèìîñòè â ãðàôå îäíèõ âåðøèí èç äðóãèõ è î êðàò÷àéøèõ ïóòÿõ ìåæäó âåðøè-
íàìè â ãðàôàõ ñ çàäàííûìè äëèíàìè (âåñàìè) ðåáåð çàíèìàþò âàæíîå ìåñòî â ìíîãî÷èñëåííûõ
ïðèëîæåíèÿõ òåîðè ãðàôîâ. Â ýòîì ðàçäåëå ìû âíà÷àëå ðàññìîòðèì àëãîðèòìû äëÿ ïðîâåðêè
äîñòèæèìîñòè è âû÷èñëåíèÿ äëèí êðàò÷àéøèõ ïóòåé ìåæäó âñåìè ïàðàìè âåðøèí, à çàòåì �
àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ äåðåâà êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç çàäàííîé âåðøèíû äî äîñòèæèìûõ èç íåå
âåðøèí ãðàôà.

6.1 Äîñòèæèìîñòü è òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå ãðàôà

Îïðåäåëåíèå 20. Ïóñòü G = (V,E) � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô. Ãðàô äîñòèæèìîñòè G∗ =
(V,E∗) äëÿ G èìååò òî æå ìíîæåñòâî âåðøèí V è ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî ðåáåð E∗ =
{(u, v) | â ãðàôå G âåðøèíà v äîñòèæèìà èç âåðøèíû u}.

Èíà÷å ãîâîðÿ, îòíîøåíèå E∗ ÿâëÿåòñÿ ðåôëåêñèâíûì è òðàíçèòèâíûì çàìûêàíèåì îò-
íîøåíèÿ E.

Ïðèìåð 13. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ãðàô G:

t t
t t t t
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Ðèñ. 22: Ãðàô G

Òîãäà ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ãðàô äîñòèæèìîñòè G∗ äëÿ G âûãëÿäèò òàê (ðåáðà-ïåòëè
ïðè êàæäîé èç âåðøèí íå ïîêàçàíû):
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Ðèñ. 23: Ãðàô G∗

Êàêèì îáðàçîì ïî ãðàôó G ìîæíî ïîñòðîèòü ãðàô G∗? Îäèí ñïîñîá çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òîáû äëÿ êàæäîé âåðøèíû ãðàôà G îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî äîñòèæèìûõ èç íåå âåðøèí, ïî-
ñëåäîâàòåëüíî äîáàâëÿÿ â íåãî âåðøèíû, äîñòèæèìûå èç íåå ïóòÿìè äëèíû 0, 1, 2 è ò.ä. Äëÿ
ýòîãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì ïîèñêà â øèðèíó.

Äðóãîé (àëãåáðàè÷åñêèé) ñïîñîá îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ìàòðèöû ñìåæíîñòè AG ãðàôà
G è áóëåâûõ îïåðàöèé. Ïóñòü ìíîæåñòâî âåðøèí V = {v1, . . . , vn}. Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöà
ñìåæíîñòè AG � ýòî áóëåâà ìàòðèöà ðàçìåðà n× n òàêàÿ, ÷òî

aij =

{
1, (vi, vj) ∈ E
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

Îáîçíà÷èì ÷åðåç En åäèíè÷íóþ ìàòðèöó ðàçìåðà n×n. Ïîëîæèì Ã = AG∨En. Îïðåäåëèì
�áóëåâû� ñòåïåíè ýòîé ìàòðèöû, èñïîëüçóÿ äèçúþíêöèþ ∨ â êà÷åñòâå ñëîæåíèÿ, à êîíúþíêöèþ
∧ â êà÷åñòâå óìíîæåíèÿ (áóäåì äëÿ íåå èñïîëüçîâàòü îáû÷íóþ òî÷êó: ·).

Ïóñòü Ã0 = En, Ã
1 = Ã, . . . , Ãk+1 = Ãk · Ã. Íàøà ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ G∗ îñíîâàíà íà

ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.

Ëåììà 6.1. Ïóñòü Ãk = (a
(k)
ij ). Òîãäà

a
(k)
ij =

{
1, â ãðàôå G èç vi â vj èìååòñÿ ïóòü äëèíû ≤ k
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî k.
Áàçèñ. Ïðè k = 0 è k = 1 óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî ïî îïðåäåëåíèþ Ã0 è Ã1.

Èíäóêöèîííûé øàã. Ïóñòü ëåììà ñïðàâåäëèâà äëÿ k. Ïîêàæåì, ÷òî îíà îñòàåòñÿ ñïðàâåä-
ëèâîé è äëÿ k + 1. Ïî îïðåäåëåíèþ Ãk+1 èìååì:

a
(k+1)
ij = a

(k)
i1 a

(1)
1j ∨ . . . ∨ a

(k)
ir a

(1)
rj ∨ . . . a

(k)
in a

(1)
nj .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ãðàôå G èç vi â vj èìååòñÿ ïóòü äëèíû ≤ k + 1. Ðàññìîòðèì êðàò÷àéøèé

èç òàêèõ ïóòåé. Åñëè åãî äëèíà ≤ k, òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè a
(k)
ij = 1. Êðîìå òîãî,

a
(1)
jj = 1. Ïîýòîìó a(k)

ij a
(1)
jj = 1 è a(k+1)

ij = 1. Åñëè äëèíà êðàò÷àéøåãî ïóòè èç èç vi â vj ðàâíà
k + 1, òî ïóñòü vr � åãî ïðåäïîñëåäíÿÿ âåðøèíà. Òîãäà èç vi â vr èìååòñÿ ïóòü äëèíû k è
ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè a(k)

ir = 1. Òàê êàê (vr, vj) ∈ E, òî a(1)
rj = 1. Ïîýòîìó a(k)

ir a
(1)
rj = 1

a
(k+1)
ij = 1.

Îáðàòíî, åñëè a(k+1)
ij = 1, òî õîòÿ áû äëÿ îäíîãî r ñëàãàåìîå a(k)

ir a
(1)
rj â ñóììå ðàâíî 1. Åñëè

ýòî r = j, òî a(k)
ij = 1 è ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ â G èìååòñÿ ïóòü èç vi â vj äëèíû

≤ k. Åñëè æå r 6= j, òî a(k)
ir = 1 è a(1)

rj = 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â G èìååòñÿ ïóòü èç vi â vr äëèíû
≤ k è ðåáðî (vr, vj) ∈ E. Îáúåäèíèâ èõ, ïîëó÷àåì ïóòü èç vi â vj äëèíû ≤ k + 1.
�

Èç ëåììû 6.1 íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì
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Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü G = (V,E) � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ n âåðøèíàìè, à G∗ � åãî
ãðàô äîñòèæèìîñòè. Òîãäà AG∗ = Ãn−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ ïóòè ñëåäóåò, ÷òî åñëè â G èìååòñÿ ïóòü èç u â v 6= u, òî â
íåì èìååòñÿ è ïðîñòîé ïóòü èç u â v äëèíû ≤ n−1. À ïî ëåììå 6.1 âñå òàêèå ïóòè ïðåäñòàâëåíû
â ìàòðèöå Ãn−1.
�

Òàêèì îáðàçîì ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû ñìåæíîñòè AG∗ ãðàôà äîñòèæèìîñòè äëÿ
G ñâîäèòñÿ ê âîçâåäåíèþ ìàòðèöû Ã â ñòåïåíü n− 1. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü ] log n[
âîçâåäåíèé â êâàäðàò:

Ã⇒ Ã2 ⇒ Ã22 ⇒ . . .⇒ Ã2k

,
ãäå k � ýòî íàèìåíüøåå ÷èñëî òàêîå, ÷òî 2k ≥ n− 1.

Òàê êàê ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì óìíîæåíèÿ n×n ìàòðèö ìîæíî âûïîëíèòü çà âðåìÿ O(n3),
òî ìû ïîëó÷èëè àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ãðàôà äîñòèæèìîñòè çà âðåìÿ O(n3 log n). Îòìåòèì,
÷òî ýòî îöåíêà ÷èñëà áèòîâûõ îïåðàöèé.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ AG∗ ìîæíî óëó÷øèòü äî êóáè÷åñêîãî.

Àëãîðèòì Óîðøîëëà

Âõîä: Ìàòðèöà ñìåæíîñòè AG ãðàôà G
Âûõîä: B = AG∗

1. B := AG;
2. FOR k = 1 TO n DO
3. FOR i = 1 TO n DO
4. FOR j = 1 TO n DO
5. bij := bij ∨ (bik ∧ bkj);

Òåîðåìà 6.1. Àëãîðèòì Óîðøîëëà âû÷èñëÿåò ìàòðèöó B = AG∗ çà âðåìÿ O(n3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíîå ïîíÿòèå � l - ïóòü.

Îïðåäåëåíèå 21. l - ïóòåì èç vi â vj íàçûâàåòñÿ ïóòü vi, vi1 , vi2 , . . . , vik , vj â ãðàôå G, â
êîòîðîì âñå âíóòðåííèå âåðøèíû ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó {v1, . . . , vl}, ò.å. 1 ≤ ir ≤ l ïðè
1 ≤ r ≤ k.

Äîêàçàòåëüñòâå êîððåêòíîñòè àëãîðèòìà îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùåé ëåììå.

Ëåììà 6.2. Ïóñòü B(l) - ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ ïîñëå l âûïîëíåíèé öèêëà ïî k.
Òîãäà b(l)ij = 1⇔ â G åñòü l - ïóòü èç vi â vj.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì èíäóêöèþ ïî l. Ïðè l = 0 ìàòðèöà B(0) = AG è â íåé ïðåä-
ñòàâëåíû âñå 0-ïóòè, ò.å. ïóòè ñîñòîÿùèå èç îäíîãî ðåáðà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëåììà âåðíà äëÿ íåêîòîðîãî l ≥ 0 è äîêàæåì, ÷òî òîãäà îíà âåðíà è
äëÿ l + 1. Òîãäà äëÿ âñåõ i è j èìååì b

(l+1)
ij = b

(l)
ij ∨ (b

(l)
il ∧ b

(l)
lj ). Åñëè b(l+1)

ij = 1, òî b(l)ij = 1 èëè

b
(l)
il = 1 è b(l)lj = 1. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè â G åñòü l-ïóòü èç vi â vj ,
êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ è (l + 1)-ïóòåì. Âî âòîðîì ñëó÷àå èìååòñÿ l-ïóòü èç vi â vl è l-ïóòü èç vl â
vj . Îáúåäèíèâ èõ, ïîëó÷èì (l+ 1)-ïóòü èç vi â vj . Îáðàòíî, åñëè â G åñòü (l+ 1)-ïóòü èç vi â vj ,

òî ëèáî îí íå ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó vl è â ýòîì ñëó÷àå b(l)il = 1, ëèáî îí âêëþ÷àåò vl è òîãäà

b
(l)
il = 1 è b(l)lj = 1. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ b(l+1)

ij = 1.
�
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6.1.1 Êðàò÷àéøèå ïóòè ìåæäó âñåìè ïàðàìè âåðøèí

Ðàññìîòðèì òåïåðü íàãðóæåííûå îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû, ðåáðàì êîòîðûõ ïðèïèñàíû èõ äëè-
íû (âåñà). Ïóñòü G = (V,E) � òàêîé ãðàô, â êîòîðîì äëèíà ðåáðà e ∈ E çàäàåòñÿ ôóíêöèåé
c(e). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëèíû âñåõ ðåáåð íåîòðèöàòåëüíû. Òîãäà äëÿ ëþáîé ïàðû âåðøèí u
è v îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà äëèíà ρ(u, v) êðàò÷àéøåãî ïóòè èç u â v (åñëè èç u íåëüçÿ äîñòè÷ü
v, òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ρ(u, v) = ∞). Âñå àëãîðèòìû îïðåäåëåíèÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåé ìåæäó
âåðøèíàìè ãðàôà èñïîëüçóþò ÿâíî èëè íåÿâíî ñëåäóþùåå ïðîñòîå ñîîáðàæåíèå.

Ëåììà 6.3. Êðèòåðèé Áåëëìàíà Âåðøèíà w ãðàôà G = (V,E) ëåæèò íà êðàò÷àéøåì
ïóòè èç u â v òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ρ(u, v) = ρ(u,w) + ρ(w, v).

Èñïîëüçóÿ òó æå èäåþ, ÷òî è â àëãîðèòìå Óîðøîëëà, ìîæíî ïîñòðîèòü ýôôåêòèâíûé àë-
ãîðèòì äëÿ íàõîæäåíèÿ äëèí êðàò÷àéøèõ ïóòåé ìåæäó âñåìè ïàðàìè âåðøèí â íàãðóæåííîì
ãðàôå. Èñõîäíûìè äàííûìè äëÿ ýòîãî àëãîðèòìà ÿâëÿþòñÿ äëèíû ðåáåð, ïðåäñòàâëåííûå â
ìàòðèöå C = (cij), ãäå cij = c(vi, vj), cij ≥ 0 (åñëè (vi, vj) /∈ E, òî cij =∞).
Ðåçóëüòàòîì àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà D = (dij), â êîòîðîé dij = ρ(vi, vj) � äëèíà êðàò÷àé-
øåãî ïóòè èç vi â vj .

Àëãîðèòì Óîðøîëëà-Ôëîéäà

Âõîä: C
Âûõîä: D

1. D := C;
2. FOR k = 1 TO n DO
3. FOR i = 1 TO n DO
4. FOR j = 1 TO n DO
5. dij := min{dij , dik + dkj};

Òåîðåìà 6.2. Àëãîðèòì Óîðøîëëà-Ôëîéäà ñòðîèò ìàòðèöó êðàò÷àéøèõ ðàññòîÿíèé çà âðå-
ìÿ O(n3).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñëåäóåò èç ñëåäóþùåé ëåììû, àíàëîãè÷íîé ëåììå 6.2.

Ëåììà 6.4. Ïóñòü D(l) - ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ ïîñëå l âûïîëíåíèé öèêëà ïî k. Òîãäà d(l)
ij �

äëèíà êðàò÷àéøåãî l-ïóòè èç vi â vj.

6.2 Çàäà÷à î êðàò÷àéøèõ ïóòÿõ èç îäíîãî èñòî÷íèêà

Ïóñòü G = (V,E) � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, äëÿ êàæäîãî ðåáåðà e ∈ E êîòîðîãî óêàçàíà
åãî (íåîòðèöàòåëüíàÿ) äëèíà: c(e) ≥ 0. Òîãäà äëèíà ïóòè p = v1, v2, . . . , vk+1 îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ñóììà äëèí ðåáåð, âõîäÿùèõ â ýòîò ïóòü: c(p) =

∑k
i=1 c(vi, vi+1). Åñëè â G èìååòñÿ ïóòü

èç âåðøèíû a â âåðøèíó b, òî èìååòñÿ è òàêîé ïóòü ìèíèìàëüíîé äëèíû. Îí íàçûâàåòñÿ
êðàò÷àéøèì ïóòåì èç a â b, à åãî äëèíà îáîçíà÷àåòñÿ êàê ρ(a, b). Êîíå÷íî, ìîæåò îêàçàòüñÿ
íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ êðàò÷àéøèõ ïóòåé. Åñòåñòâåííî ñïðîñèòü, êàê óçíàòü äëèíó êðàò÷àéøåãî
ïóòè èç a â b è ïîñòðîèòü åãî? Ëó÷øèå èçâåñòíûå íà ñåãîäíÿøíèé äåíü àëãîðèòìû, îòâå÷àþùèå
íà ýòîò âîïðîñ, ðåøàþò, íà ñàìîì äåëå, áîëåå îáùóþ çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ âñåõ êðàò÷àéøèõ ïóòåé
èç îäíîãî èñòî÷íèêà: ïî âåðøèíå a íàéòè äëèíû êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç a âî âñå äîñòèæèìûå
èç íåå âåðøèíû è ïîñòðîèòü äëÿ êàæäîé èç òàêèõ âåðøèí íåêîòîðûé êðàò÷àéøèé ïóòü
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èç a. Åñëè äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ∈ V , äîñòèæèìîé èç a, çàôèêñèðîâàòü îäèí êðàò÷àéøèé
ïóòü èç a â v, òî ïîëó÷èâøèéñÿ ãðàô áóäåò ïðåäñòàâëÿòü îðèåíòèðîâàííîå äåðåâî ñ êîðíåì a
(äîêàæèòå ýòî!). Ýòî äåðåâî íàçûâàåòñÿ äåðåâîì êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç a.

6.2.1 Àëãîðèòì Äåéêñòðû

Ìû ðàññìîòðèì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ äåðåâà êðàò÷àéøèõ ïóòåé è îïðåäåëåíèÿ èõ äëèí, ïðåä-
ëîæåííûé â 1959ã. Å. Äåéêñòðîé. Åãî èäåÿ ñëåäóþùàÿ: ïåðåä êàæäûì ýòàïîì èçâåñòíî ìíîæå-
ñòâî îòìå÷åííûõ âåðøèí S, äëÿ êîòîðûõ êðàò÷àéøèå ïóòè íàéäåíû ðàíåå; òîãäà íà î÷åðåäíîì
ýòàïå ê íåìó äîáàâëÿåòñÿ âåðøèíà w, ñ ñàìûì êîðîòêèì ïóòåì èç a, ïðîõîäÿùèì ïî ìíîæåñòâó
S; ïîñëå ýòîãî ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ äëèíû êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç a â îñòàâøèåñÿ âåðøèíû èç V \S
ñ ó÷åòîì íîâîé âåðøèíû w. Äëèíà òåêóùåãî êðàò÷àéøåãî ïóòè èç a â v, ïðîõîäÿùåãî ïî ìíî-
æåñòâó S, çàíîñèòñÿ â ÿ÷åéêó D[v] ìàññèâà D. Â êîíöå ðàáîòû â ýòîì ìàññèâå íàõîäÿòñÿ äëèíû
ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàò÷àéøèõ ïóòåé. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ äåðåâà êðàò÷àéøèõ ïóòåé ñëóæèò ìàñ-
ñèâ ÎÒÅÖ, åãî ýëåìåíò ÎÒÅÖ[v] ñîäåðæèò ññûëêó íà âåðøèíó, èç êîòîðîé êðàò÷àéøèé ïóòü
ïðèõîäèò â v.

Àëãîðèòì Äåéêñòðû
Âõîä : G = (V,E) � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, c(u, v) ≥ 0 �äëèíà ðåáðà (u, v) ∈ E
(åñëè (u, v) /∈ E, òî ñ÷èòàåì, ÷òî c(u, v) =∞), è èñõîäíàÿ âåðøèíà a ∈ V .

1. S := {a}; % îòìåòèòü a
2. D[a] := 0; % ðàññòîÿíèå îò a äî a
3. FOR EACH v ∈ V, v 6= a DO
4. {D[v] := c(a, v); % ðàññòîÿíèå îò a äî v ÷åðåç a
5. IF c(a, v) <∞ THEN ÎÒÅÖ[v] := a ELSE ÎÒÅÖ[v] := −};
% === ÎÑÍÎÂÍÎÉ ÖÈÊË ===
6. WHILE V \ S 6= ∅ DO % åñòü íåîòìå÷åííûå âåðøèíû
7. { âûáðàòü íåîòìå÷åííóþ âåðøèíó w ñ ìèíèìàëüíûì D[w] ;
8. S := S ∪ {w}; % îòìåòèòü w
9. FOR EACH (íåîòìå÷åííîé) u ∈ V \ S DO
10. { IF D[u] > D[w] + c(w, u)
11. THEN { D[u] := D[w] + c(w, u);
12. ÎÒÅÖ[u] := w}
13. }

Ïðèìåð 14. Ðàññìîòðèì ðàáîòó ýòîãî àëãîðèòìà íà íàãðóæåííîì ãðàôå G ñ ìíîæåñòâîì
âåðøèí (V = {a, b, c, d, e, f}. Çàäàäèì äëèíû äóã ìàòðèöåé C = (cuv), ãäå ýëåìåíò cuv = c(u, v),
â ÷àñòíîñòè, cuv =∞ îçíà÷àåò îòñóòñòâèå äóãè (u, v).

C =



a b c d e f
a 0 25 5 30 ∞ 75
b 12 0 ∞ ∞ 120 20
c ∞ 15 0 20 45 60
d ∞ ∞ ∞ 0 23 20
e ∞ ∞ 75 20 0 20
f 40 15 15 26 ∞ 0


Íàéäåì êðàò÷àéøèå ïóòè èç âåðøèíû a äî îñòàëüíûõ âåðøèí.
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Ïîýòàïíóþ ðàáîòó àëãîðèòìà Äåéêñòðû óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå òàáëèöû, ñòðîêè êîòî-
ðîé ñîîòâåòñòâóþò åãî ýòàïàì. Ïåðâûé ñòîëáåö � íîìåð ýòàïà, âòîðîé ïîêàçûâàåò èçìåíåíèå
ìíîæåñòâà îòìå÷åííûõ âåðøèí S, òðåòèé � âåðøèíó w, äîáàâëÿåìóþ ê S íà òåêóùåì øàãå,
÷åòâåðòûé � äëèíó êðàò÷àéøåãî ïóòè èç a â w, çàòåì èäóò ñòîëáöû ñî çíà÷åíèÿìè ýëåìåíòîâ
ìàññèâîâ D è ÎÒÅÖ.

N S w D[w] D Î Ò Å Ö
b c d e f b c d e f

1. a c 5 25 5 30 ∞ 75 a a a - a
2. a, c b 20 20 - 25 50 65 c a c c c
3. a, c, b d 25 - - 25 50 40 c a c c b
4. a, c, b,d f 40 - - - 48 - c a c d b
5. a, c, b,d, f e 48 - - - - - c a c d b
6. a, c, b, d, f, e 20 5 25 48 40 c a c d b

Òàáëèöà 2: Àëãîðèòì Äåéêñòðû íà ãðàôå G.

Äåðåâî êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç âåðøèíû a çàäàåòñÿ ìàññèâîì ÎÒÅÖ. Îíî ïðåäñòàâëåíî íà
ñëåäóþùåì ðèñóíêå.
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Ðèñ. 24: Äåðåâî êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç âåðøèíû a â ãðàôå G

Òåîðåìà 6.3. Àëãîðèòì Äåéêñòðû ñòðîèò äåðåâî êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç âåðøèíû a ãðàôà
G = (V,E) âî âñå äîñòèæèìûå èç íåå âåðøèíû è äëÿ êàæäîé òàêîé âåðøèíû v îïðåäåëÿåò
äëèíó D[v] = ρ(a, v) êðàò÷àéøåãî ïóòè â íåå èç a.

Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà Äåéêñòðû � O(|V |2).

Äîêàçàòåëüñòâî. . Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî ïîñëå êàæäîãî ýòàïà àëãîðèòìà âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
à) äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ∈ S âåëè÷èíà D[v] ðàâíà äëèíå ρ(a, v) êðàò÷àéøåãî ïóòè èç a â v;
á) äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ∈ V \ S âåëè÷èíà D[v] ðàâíà äëèíå êðàò÷àéøåãî ïóòè èç a â v,
ïðîõîäÿùåãî ïî ìíîæåñòâó S;
â) äëÿ êàæäîé âåðøèíû v äåðåâà T , çàäàâàåìîãî ìàññèâîì ÎÒÅÖ, äëèíà ïóòè èç êîðíÿ a â v
ðàâíà D[v].

Ýòè òðè óñëîâèÿ, î÷åâèäíî âûïîëíÿþòñÿ ïîñëå èíèöèàëèçàöèè â ñòðîêàõ 1- 5.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü ÷òî îíè âûïîëíåíû ïåðåä íà÷àëîì k-ãî ýòàïà. Ïóñòü w � âåðøèíà,

äîáàâëÿåìàÿ ê S íà k-îì ýòàïå. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, D[w] � äëèíà êðàò÷àéøåãî ïóòè èç a â
w, âñå âåðøèíû êîòîðîãî, êðîìå w, âõîäÿò â S. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñòü äðóãîé áîëåå êîðîòêèé
ïóòü p èç a â w. Çàôèêñèðóåì íà ýòîì ïóòè ïåðâóþ âåðøèíó u, íå âõîäÿùóþ â S. Ïî âûáîðó
p u 6= w. Ïîýòîìó ïóòü p ðàçáèâàåòñÿ íà äâå íåïóñòûå ÷àñòè: ïóòü p1 èç a â u è ïóòü p2 èç u â
w. Íî ïî âûáîðó w ìû èìååì, ÷òî äëèíà p1 ≥ D[u] ≥ D[w]. Òàê êàê äëèíà p2 íåîòðèöàòåëüíà,
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òî äëèíà p ≥ D[w], ò.å. ýòîò ïóòü íå êîðî÷å ïóòè, ïðåäñòàâëåííîãî â äåðåâå T . Òàêèì îáðàçîì,
D[w] � ýòî äëèíà êðàò÷àéøåãî ïóòè èç a â w. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå (à) âûïîëíåíî è ïîñëå
k-ãî ýòàïà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó u ∈ V \ (S ∪ {w}). Êðàò÷àéøèé ïóòü p èç a
â u, ïðîõîäÿùèé ïî ìíîæåñòâó S ∪ {w}, ëèáî íå âêëþ÷àåò âåðøèíó w è â ýòîì ñëó÷àå åãî
äëèíà ðàâíà D[u] è îí èìååòñÿ â òåêóùåì äåðåâå T , ëèáî îí ïðîõîäèò ÷åðåç w è ñîñòàâëåí èç
êðàò÷àéøåãî ïóòè èç a â w ÷åðåç S, ïðîäîëæåííîãî ðåáðîì (w, u). Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå äëèíà
ïóòè ðàâíà D[w]+c(w, u). Íî â 10-îé ñòðîêå àëãîðèòìà ýòè âåëè÷èíû ñðàâíèâàþòñÿ è, åñëè ïóòü
÷åðåç w êîðî÷å, òî åãî äëèíà ñòàíîâèòñÿ íîâûì çíà÷åíèèåì D[u] (ñòðîêà 11) è îí ôèêñèðóåòñÿ
â äåðåâå T (ñòðîêà 12). Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèÿ (á) è (â) òàêæå âûïîëíåíû ïîñëå k-ãî ýòàïà.

Òàê êàê ïîñëå çàâåðøåíèÿ àëãîðèòìà S = V , òî â çàâåðøàþùåì äåðåâå T ïðåäñòàâëåíû
êðàò÷àéøèå ïóòè èç a âî âñå äîñòèæèìûå èç íåå âåðøèíû, à ìàññèâ D ñîäåðæèò äëèíû ýòèõ
ïóòåé. Çíà÷åíèå D[u] =∞ óêàçûâàåò íà òî, ÷òî âåðøèíà u íå äîñòèæèìà èç âåðøèíû a.

Äëÿ îöåíêè âðåìåíè îòìåòèì, ÷òî ÷èñëî ýòàïîâ íå ïðåâîñõîäèò |V |, òàê êàê íà êàæäîì
ýòàïå â S äîáàâëÿåòñÿ íîâàÿ âåðøèíà. Íà êàæäîì ýòàïå ïîèñê âåðøèíû w ñ ìèíèìàëüíûì
çíà÷åíèåì D[w] è ïîñëåäóþùèé ïåðåñ÷åò çíà÷åíèé D[v] òðåáóåò O(|V |) øàãîâ. Îòñþäà, îáùåå
âðåìÿ îãðàíè÷åíî O(|V |2).
�

6.2.2 Î ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà Äåéêñòðû

Ïðèâåäåííàÿ âûøå îöåíêà ñëîæíîñòè O(|V |2) îñíîâàíà íà íàèâíîé ðåàëèçàöèè ïîèñêà âåðøèíû
w ñ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì D[w]. Åñëè ðåàëèçîâàòü D êàê î÷åðåäü ñ ïðèîðèòåòàìè, èñïîëüçóÿ
ôèááîíà÷èåâû êó÷è (ñì. [4]), òî âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà Äåéêñòðû áóäåò îãðàíè÷åíî âåëè÷è-
íîé O(|E|+ |V | log |V |). Ïðè íåáîëüøîì ÷èñëå ðåáåð |E| = o(|V |2) ýòà îöåíêà ïî ïîðÿäêó ëó÷øå
÷åì O(|V |2). Ðàçóìååòñÿ, ÷òîáû äîáèòüñÿ óñêîðåíèÿ, ãðàô ñëåäóåò ïðåäñòàâëÿòü íå ìàòðèöåé
äëèí ðåáåð, à ñïèñêàìè ñìåæíîñòè, âêëþ÷èâ â íèõ äëèíû ðåáåð. Òîãäà ñòð.9 àëãîðèòìà ìîæíî
óòî÷íèòü:

9. FOR EACH u ∈ Lw ∩ (V \ S) DO
Â ýòîì âàðèàíòå äëÿ w áóäóò ïðîñìàòðèâàòüñÿ ëèøü ñìåæíûå ñ íåé íåîòìå÷åííûå âåðøèíû
èç Lw è îáùåå ÷èñëî âûïîëíåíèé öèêëà â ñòð. 9-12 áóäåò íå áîëüøå ÷èñëà ðåáåð |E|.

Èìåþòñÿ òàêæå ýôôåêòèâíûå ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà Äåéêñòðû, èñïîëüçóþùèå âåðõíþþ
ãðàíèöó äëèí ðåáåð Cm = max{cij | 1 ≤ i, j ≤ |V |}. Â ýòîì ñëó÷àå äëèíà âñÿêîãî ïóòè â ãðàôå
íå ïðåâîñõîäèò Cm|V |. Ð. Äàéàë (R. Dial) ïðåäëîæèë äëÿ ñëó÷àÿ öåëî÷èñëåííûõ äëèí ðåáåð
ðàçìåùàòü âåðøèíû â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà â �÷åðïàêàõ�. Â ÷åðïàêå Bi áóäóò íàõîäèòüñÿ
âåðøèíû v ñ òåêóùèì çíà÷åíèåì D[v] = i ( 1 ≤ i ≤ Cm|V |). Óêàçàòåëü L áóäåò óêàçûâàòü íà
ïåðâûé íåïóñòîé ÷åðïàê. Ïðè èçìåíåíèè D[v] âåðøèíà v áóäåò ïåðåìåùàòüñÿ â íîâûé ÷åðïàê (ñ
ìåíüøèì íîìåðîì). Ïðè îïóñòîøåíèè ÷åðïàêà BL çíà÷åíèå L óâåëè÷èâàåòñÿ. Äëÿ âûïîëíåíèÿ
ýòîãî âàðèàíòà àëãîðèòìà Äåéêñòðû äîñòàòî÷íî O(|E|+ Cm|V |) øàãîâ.

Â ðàáîòå [16] ïðåäëîæåíà âåðñèÿ àëãîðèòìà Äåéêñòðû-Äàéàëà DIKDB, îïòèìèçèðóþùàÿ
èñïîëüçîâàíèå ïàìÿòè. Â ïðîöåññå ðàáîòû âåðøèíû ðàñïîëàãàþòñÿ â ÷åðïàêàõ äâóõ âèäîâ:
âåðõíèõ è íèæíèõ. Ôèêñèðóåòñÿ íåêîòîðîå ÷èñëî ∆ íèæíèõ ÷åðïàêîâ {Bi | i = 1, 2, . . . ,∆}. ×èñ-
ëî âåðõíèõ ÷åðïàêîâ Uj íå ïðåâîñõîäèò Cm|V |/∆. Â âåðõíåì ÷åðïàêå Uj , (L < j ≤ Cm|V |/∆),
íàõîäÿòñÿ âåðøèíû v ñ òåêóùèì ðàññòîÿíèåì D[v] ∈ [j∆, (j + 1)∆ − 1]. À êàæäàÿ èç âåðøèí
v ñ D[v] ∈ [L∆, (L + 1)∆ − 1] íàõîäèòñÿ â íèæíåì ÷åðïàêå Bi ñ i = D[v] − L∆. Êîãäà âñå
íèæíèå ÷åðïàêè ñòàíîâÿòñÿ ïóñòûìè, L óâåëè÷èâàåòñÿ è íîâûå íèæíèå ÷åðïàêè çàïîëíÿþòñÿ
âåðøèíàìè èç ïåðâîãî íåïóñòîãî âåðõíåãî ÷åðïàêà.

Ïðèâåäåì âîçìîæíóþ ðåàëèçàöèþ àëãîðèòìà DIKDB. Â ïðîöåññå ðàáîòû íàä ÷åðïàêàìè
âûïîëíÿþòñÿ îïåðàöèè âñòàâêè è óäàëåíèÿ ýëåìåíòîâ-âåðøèí, ïîñëåäîâàòåëüíûé ïðîñìîòð
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ýëåìåíòîâ è ïðîâåðêà íåïóñòîòû. Äëÿ èõ ïðåäñòàâëåíèÿ ìîæíî âûáðàòü äâóñâÿçíûå ñïèñêè
ñ îäíèì óêàçàòåëåì íà íà÷àëî, êîòîðûå ïîçâîëÿþò âûïîëíÿòü óêàçàííûå îïåðàöèè çà âðåìÿ
O(1).

Àëãîðèòì DIKDB
Âõîä :
G = (V,E) � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ïðåäñòàâëåííûé ñïèñêàìè ñìåæíîñòè âèäà
Lv = (w1, c(v, w1)), . . . , (wk(v), c(v, wk(v)), ãäå w1, . . . , wk(v) � ýòî âñå âåðøèíû, â êîòîðûå èç v
âåäóò ðåáðà, à c(v, wi) � öåëî÷èñëåííàÿ äëèíà ðåáðà (v, wi),
èñõîäíàÿ âåðøèíà a ∈ V , Cm � äëèíà íàèáîëüøåãî ðåáðà èç E è ïàðàìåòð ∆ � ðàçìåð âåðõíåãî
÷åðïàêà (è ÷èñëî íèæíèõ).

1. FOR EACH i = 0, . . . ,∆− 1 DO ñîçäàòü ïóñòîé ÷åðïàê Bi;
2. M := [Cm|V |/∆] + 1; % ÷èñëî âåðõíèõ ÷åðïàêîâ
3. FOR EACH j = 1, . . . ,M DO ñîçäàòü ïóñòîé ÷åðïàê Uj ;
4. S := {a}; % îòìåòèòü a
5. D[a] := 0; % ðàññòîÿíèå îò a äî a
6. FOR EACH w ∈ La DO
7. {D[w] := c(a,w);
8. ÎÒÅÖ[v] := a;
9. IF D[w] < ∆ THEN ÂÑÒÀÂÈÒÜ(BD[w], w)
10. ELSE {j := [D[w]/∆]; ÂÑÒÀÂÈÒÜ(Uj , w) }
11. };
12. L := min{{j |Uj 6= ∅} ∪ {M + 1}};
13. P := min{{i |Bi 6= ∅} ∪ {∆}};
14. IF P = ∆ THEN % âñå íèæíèå ÷åðïàêè ïóñòû
15. ÏÅÐÅÍÅÑÒÈ-Â-ÍÈÆÍÈÅ(L); % ïåðåíîñ èç ïåðâîãî âåðõíåãî ÷åðïàêà â íèæíèå

% === ÎÑÍÎÂÍÎÉ ÖÈÊË ===
16.WHILE P < ∆ DO % åñòü íåîòìå÷åííûå âåðøèíû
17. {w :=ÍÀ×ÀËÎ(BP ); ÓÄÀËÈÒÜ(BP , w); % w � âåðøèíà ñ ìèíèìàëüíûì D[w] ;
18. S := S ∪ {w}; % îòìåòèòü w
19. FOR EACH (íåîòìå÷åííîé) u ∈ Lw DO
20. IF D[u] > D[w] + c(w, u)
21. THEN
22. { D[u] := D[w] + c(w, u);
23. ÎÒÅÖ[u] := w;
24. IF u ∈ Bi THEN ÓÄÀËÈÒÜ(Bi, u);
25. IF u ∈ Uj THEN ÓÄÀËÈÒÜ(Uj , u);
26. IF D[u] < ∆ THEN ÂÑÒÀÂÈÒÜ(BD[u], u)
27. ELSE {j := [D[u]/∆]; ÂÑÒÀÂÈÒÜ(Uj , u) }
28. };
29. L := min{{j |Uj 6= ∅} ∪ {M + 1}};
30. P := min{{i |Bi 6= ∅} ∪ {∆}};
31. IF P = ∆ AND L < M THEN % âñå íèæíèå ÷åðïàêè ïóñòû
32. ÏÅÐÅÍÅÑÒÈ-Â-ÍÈÆÍÈÅ(L) % ïåðåíîñ èç ïåðâîãî âåðõíåãî ÷åðïàêà â íèæíèå
33. }.

Ñëåäóþùàÿ ïðîöåäóðà ïåðåìåùàåò âåðøèíû èç ïåðâîãî íåïóñòîãî âåðõíåãî
÷åðïàêà UL â íèæíèå (ïóñòûå) ÷åðïàêè.
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ÏÅÐÅÍÅÑÒÈ-Â-ÍÈÆÍÈÅ(L)
1. FOR EACH w ∈ UL DO
2. {i := D[w]− L∆; ÓÄÀËÈÒÜ(UL, w); ÂÑÒÀÂÈÒÜ(Bi, w)};
3. L := min{{j |Uj 6= ∅} ∪ {M + 1}};
4. P := min{{i |Bi 6= ∅} ∪ {∆}}
5. };

Ïðîêîììåíòèðóåì ýòîò àëãîðèòì. Ïðè èíèöèàëèçàöèè â ñòð.9 âåðøèíà-ñîñåä a ïîìåùàåòñÿ
â íèæíèé ÷åðïàê, åñëè íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè ìåíüøå ∆ îò a, è â ñòð. 10 � â âåðõíèé ÷åðïàê,
åñëè îíà íàõîäèòñÿ îò a íà áîëüøåì ðàññòîÿíèè. Âî âðåìÿ ðàáîòû L óêàçûâàåò íîìåð ïåðâî-
ãî íåïóñòîãî âåðõíåãî ÷åðïàêà è ìîæåò òîëüêî âîçðàñòàòü. P óêàçûâàåò íîìåð íàèìåíüøåãî
íåïóñòîãî íèæíåãî ÷åðïàêà. Åñëè P = ∆, òî âñå íèæíèå ÷åðïàêè ïóñòû. Òàêèì îáðàçîì, â ñòð.
14 è 31 ïðîâåðÿåòñÿ íåïóñòîòà íèæíèõ ÷åðïàêîâ è, åñëè âñå îíè ïóñòû, òî âûçûâàåòñÿ ïðîöå-
äóðà ÏÅÐÅÍÅÑÒÈ-Â-ÍÈÆÍÈÅ(L), êîòîðàÿ ïåðåìåùàåò âåðøèíû èç ïåðâîãî íåïóñòîãî
âåðõíåãî ÷åðïàêà UL â íèæíèå ÷åðïàêè.

Ïðè èíèöèàëèçàöèè íà ñîçäàíèå ÷åðïàêîâ òðåáóåòñÿ O(∆ + [Cm|V |/∆]) øàãîâ. Êàæäîå ïå-
ðåìåùåíèå âåðøèíû â íèæíèõ è âåðõíèõ ÷åðïàêàõ â ñòð. 24-27 ñâÿçàíî ñ ðàññìîòðåíèåì âõî-
äÿùåãî â íåå ðåáðà. Ïðè÷åì êàæäîå ðåáðî îáðàáàòûâàåòñÿ â ñòð. 19 òîëüêî îäèí ðàç. Ïîýòîìó
îáùåå ÷èñëî óêàçàííûõ ïåðåìåùåíèé íå ïðåâîñõîäèò |E|. ×èñëî ïåðåìåùåíèé êàæäîé âåðøèíû
ïî íèæíèì ÷åðïàêàì íå ïðåâîñõîäèò èõ ÷èñëà ∆. Ïîýòîìó îáùåå ÷èñëî óêàçàííûõ ïåðåìåùåíèé
íå ïðåâîñõîäèò |V |∆. Îïåðàöèÿ ïåðåíîñà âåðøèí èç ÷åðïàêà UL â íèæíèå ÷åðïàêè â ñòð. 15 è
32 âñåãäà ñâÿçàíà ñ óâåëè÷åíèåì L è ïîýòîìó ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ íå áîëååM = [Cm|V |/∆] ðàç.
Ïðè ýòîì êàæäàÿ âåðøèíà ìîæåò ïåðåìåñòèòüñÿ èç âåðõíåãî ÷åðïàêà â íèæíèé íå áîëåå îäíîãî
ðàçà. Îòñþäà äëÿ âðåìåíè âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà ïîëó÷àåì îöåíêó O(|E| + |V |(∆ + Cm/∆)).
Âûáðàâ â êà÷åñòâå ∆ âåëè÷èíó Θ(

√
Cm), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 6.4. Àëãîðèòì DIKBD ñòðîèò äåðåâî êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç âåðøèíû a ãðàôà G =
(V,E) âî âñå äîñòèæèìûå èç íåå âåðøèíû è äëÿ êàæäîé òàêîé âåðøèíû v îïðåäåëÿåò äëèíó
D[v] = ρ(a, v) êðàò÷àéøåãî ïóòè â íåå èç a.

Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà DIKBD � O(|E|+ |V |
√
Cm).

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà DIKBD ê ïîèñêó êðàò÷àéøèõ ïóòåé
èç âåðøèíû a â ãðàôå G = ({a, b, c, d, e, f}, E), çàäàííîì ñëåäóþùèìè ñïèñêàìè ñìåæíîñòè:
La = {b : 5, c : 14, d : 16};
Lb = {c : 6, d : 10, e : 6, f : 24};
Lc = {b : 2, d : 4, f : 17};
Ld = {f : 15};
Le = {c : 3, d : 3, f : 17};
Lf = {a : 10}.
Çäåñü â ñïèñêå Lv ïàðà u : k îçíà÷àåò ÷òî äëèíà ðåáðà (v, u) ðàâíà c(v, u) = k.

Ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà Cm ðåáðà â G ðàâíà 24. Âûáåðåì ∆ = 4. ÒîãäàM = [24∗6/4]+1 = 37.
Òàêèì îáðàçîì, â ñòð. 1-3 ñîçäàþòñÿ 4 íèæíèõ ÷åðïàêà: B0, B1, B2, B3 è 37 âåðõíèõ ÷åðïàêîâ
U1, U2, . . . , U36.

Ïðè èíèöèàëèçàöèè â ñòð. 6-13 âñå íèæíèå ÷åðïàêè îñòàþòñÿ ïóñòûìè. Ñîñåäè a ïîïàäóò
â òðè âåðõíèõ ÷åðïàêà: U1 = {b(5; a)}, U3 = {c(4; a)}, U4 = {d(16; a)} (çäåñü â ñêîáêàõ ïîñëå
âåðøèíû v óêàçàíû òåêóùèå çíà÷åíèÿ D[v] è ÎÒÅÖ[v]). L = 1, P = 4.
Çàòåì ïðîöåäóðà ÏÅÐÅÍÅÑÒÈ-Â-ÍÈÆÍÈÅ(1) ïåðåìåñòèò b â U1. Ïîñëå ýòîãî P = 1, b
áóäåò óäàëåíà èç U1 ñî çíà÷åíèÿìè D[b] = 5 è ÎÒÅÖ[b] = a. Çàòåì â öèêëå â ñòð. 16-28 áóäóò
ðàññìîòðåíû âñå ñîñåäè b. Îíè ïîïàäóò â òðè âåõíèõ ÷åðïàêà: U2 = {c(11; b), e(11; b)}, U3 =
{d(15; b)}, U7 = {f(29; b)}. Ïîñëå ýòîãî L = 2, P = 4 è ïðîèñõîäèò ïåðåíîñ èç U2 â íèæíèå
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÷åðïàêè, íà ñàìîì äåëå, îáå âåðøèíû ïîïàäàþò â B3 = {c(11; b), e(11; b)} è P = 3. Ïîñëå òîãî,
êàê â îñíîâíîì öèêëå áóäóò óäàëåíû îáå âåðøèíû èç B3 ñî çíà÷åíèÿìè D[c] = 11, ÎÒÅÖ[c] = b
è D[e] = 11, ÎÒÅÖ[e] = b è áóäóò ðàññìîòðåíû èõ ñîñåäè, ïîëó÷èì äâà íåïóñòûõ âåðõíèõ
÷åðïàêà: U3 = {d(14; e)}, U7 = {f(28; e)}. P ñíîâà ðàâíî 4, è L = 3. Çàòåì d ïåðåìåùàåòñÿ â
B2, à îòòóäà óäàëÿåòñÿ ñî çíà÷åíèÿìè D[d] = 11 è ÎÒÅÖ[d] = e. Ïîñëå ýòîãî L = 7, P = 4 è
f ïåðåìåùàåòñÿ â B0, à îòòóäà óäàëÿåòñÿ ñî çíà÷åíèÿìè D[f ] = 28 è ÎÒÅÖ[f ] = e. Íà ýòîì
ðàáîòà àëãîðèòìà çàâåðøàåòñÿ.

Ïîñòðîåííîå àëãîðèòìîì DIKBD äåðåâî êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç âåðøèíû a ïðåäñòàâëåíî íà
ðèñóíêå 25.
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Ðèñ. 25: Äåðåâî êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç âåðøèíû a, ïîñòðîåííîå àëãîðèòìîì DIKBD.

Â óïîìÿíóòîé âûøå ðàáîòå [16] ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ìíîãèõ àëãîðèòìîâ ïîèñêà êðàò÷àé-
øèõ ïóòåé íà ðàçëè÷íûõ êëàññàõ ãðàôîâ. Ñðåäè 7 ðàññìîòðåííûõ òàì âàðèàíòîâ àëãîðèòìà
Äåéêñòðû àëãîðèòì DIKBD îêàçàëñÿ íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì è óñïåøíî ñïðàâëÿëñÿ ñ ïîèñêîì
êðàò÷àéøèõ ïóòåé â ãðàôàõ, íàñ÷èòûâàþùèõ äî 106 âåðøèí.

6.2.3 Àëãîðèòì Áåëëìàíà-Ôîðäà

Àëãîðèòì Äåéêñòðû òðåáóåò, ÷òîáû âåñà âñåõ ðåáåð áûëè íåîòðèöàòåëüíû (ñì. çàäà÷ó 6.6). Íî
áûâàþò ñèòóàöèè, êîãäà åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü è ãðàôû ñ îòðèöàòåëüíûìè âåñàìè ðåáåð.
Åñëè â íèõ íåò öèêëîâ îòðèöàòåëüíîé äëèíû, òî ïîíÿòèå êðàò÷àéøåãî ïóòè èç îäíîé âåðøèíû
â äðóãóþ îïðåäåëåíî êîððåêòíî. Ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ðåøèòü çàäà÷ó î êðàò÷àéøèõ
ïóòåé èç îäíîãî èñòî÷íèêà äëÿ òàêèõ ãðàôîâ. Â ýòîì àëãîðèòìå, êàê è â àëãîðèòìå Äåéêñòðû,
â ìàññèâå D äëÿ êàæäîé âåðøèíû v õðàíèòñÿ òåêóùåå çíà÷åíèå D[v] ðàññòîÿíèÿ îò v0 äî v, à
â ìàññèâå ÎÒÅÖ � âåðøèíà ÎÒÅÖ[v], ïðåäøåñòâóþùàÿ v â òåêóùåì ïóòè èç v0.

Àëãîðèòì îñíîâàí íà ñëåäóþùåé ïðîñòîé ïðîöåäóðå îñëàáëåíèÿ Relax, êîòîðàÿ ðàññìàòðè-
âàåò ðåáðî (u, v) è ïûòàåòñÿ óìåíüøèòü äëèíó òåêóùåãî ïóòè èç v0 â v, çàìåíèâ åãî íà ïóòü èç
v0 â u, ïðîäîëæåííûé ðåáðîì (u, v).

procedure Relax(u, v)

1. IF D[v] > D[u] + c(u, v) THEN
2. {D[v] := D[u] + c(u, v);
3. ÎÒÅÖ[v] := u}

Ñëåäóþùèé àëãîðèòì îñíîâàí íà äâóõ îòäåëüíûõ àëãîðèòìàõ, ïðåäëîæåííûõ Ð. Áåëëìàíîì
(1958) è Ë. Ôîðäîì (1962). Îí ìíîãîêðàòíî ïûòàåòñÿ ïðèìåíèòü ïðîöåäóðó Relax êî âñåì
ðåáðàì ãðàôà.

Àëãîðèòì Áåëëìàíà-Ôîðäà

procedure Bellman_Ford(G = (V,E), c, v0)
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1. FORALL v ∈ V DO
2. {D[v] :=∞;ÎÒÅÖ[v] :=nil;}
3. D[v0] := 0;
4. FOR i = 1 TO |V | − 1 DO
5. FORALL (u, v) ∈ E DO Relax(u, v);
6. FORALL (u, v) ∈ E DO
7. IF D[v] > D[u] + c(u, v) THEN return false;
8. return true;

Ëåììà 6.5. Åñëè â ãðàôå G = (V,E) íåò öèêëîâ îòðèöàòåëüíîé äëèíû, äîñòèæèìûõ èç v0,
òî àëãîðèòì Áåëëìàíà-Ôîðäà â D[v] âîçâðàùàåò äëèíó êðàò÷àéøåãî ïóòè èç v0 â v.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ρ = v0, v1, . . . , vk = v � êðàò÷àéøèé ïóòü èç v0 â v. Ïîñêîëüêó èç
v0 íåäîñòèæèìû öèêëû îòðèöàòåëüíîé äëèíû, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ýòîì ïóòè íåò öèêëîâ.
Òîãäà k ≤ |V | − 1. Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî
äëÿ êàæäîãî i ≤ k ïîñëå i-é èòåðàöèè öèêëà â ñòðîêàõ 4-5 D[vi] ðàâíî äëèíå ρ(v0, vi) êðàò-
÷àéøåãî ïóòè èç v0 â vi.

Ïðè i = 0 ðàâåíñòâî î÷åâèäíî. Ïóñòü ïîñëå (i−1)-é èòåðàöèè öèêëà D[vi−1] = ρ(v0, vi−1). Íà
i-é èòåðàöèè öèêëà â ñòðîêå 5 äëÿ ðåáðà (vi−1, vi) áóäåò âûçâàíà ïðîöåäóðà Relax(vi−1, vi). Òàê
êàê â ýòîò ìîìåíò D[vi−1] = ρ(v0, vi−1) è ρ(v0, vi) = ρ(v0, vi−1)+c(vi−1, vi) = D[vi−1]+c(vi−1, vi),
òî â ïîñëå âûçîâà Relax(vi−1, vi) çíà÷åíèå D[vi] = ρ(v0, vi).

Ñëåäñòâèå. Âåðøèíà v äîñòèæèìà èç v0 ⇔ àëãîðèòì Áåëëìàíà-Ôîðäà âûäàåò D[v] <∞,
à ÎÒÅÖ[v] � âåðøèíà ïðåøåñòâóþùàÿ v íà íåêîòîðîì êðàò÷àéøåì ïóòè èç v0 â v.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ÎÒÅÖ[v] = u. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïîñëå íåêîòîðîãî âûçîâà ïðîöåäóðû
Relax(u, v) ðàññòîÿíèå D[v] ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì D[u] + c(u, v) è äàëåå íå èçìåíÿåòñÿ. Ïî ëåììå
D[v] = ρ(v0, v) è D[u] = ρ(v0, u). Òîãäà èìååòñÿ êðàò÷àéøèé ïóòü èç v0 â v, âêëþ÷àþùèé
ïîñëåäíåå ðåáðî (u, v). Íà íåì ÎÒÅÖ[v] = u ïðåäøåñòâóåò v.

Òåîðåìà 6.5.

1. Åñëè â ãðàôå G = (V,E) íåò öèêëîâ îòðèöàòåëüíîé äëèíû, äîñòèæèìûõ èç v0, òî
àëãîðèòì Áåëëìàíà-Ôîðäà âîçâðàùàåò true è äëÿ âñåõ v ∈ V D[v] = ρ(v0, v) - äëèíà
êðàò÷àéøåãî ïóòè èç v0 â v, ÎÒÅÖ[v] - çàäàåò äåðåâî êðàò÷àéøèõ ïóòåé.

2. Åñëè â ãðàôå G = (V,E) åñòü öèêë îòðèöàòåëüíîé äëèíû, äîñòèæèìûé èç v0, òî àë-
ãîðèòì Áåëëìàíà-Ôîðäà âîçâðàùàåò false (íåêîððåêòíàÿ çàäà÷à)

Ñëîæíîñòü (âðåìÿ ðàáîòû) àëãîðèòìà � O(|V ||E|).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóíêò 1 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ëåììû 6.5 è ñëåäñòâèÿ èç íåå. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè èç v0 íå äîñòèæèìû öèêëû îòðèöàòåëüíîé äëèíû, òî ïîñëå çàâåðøåíèÿ öèê-
ëà â â ñòðîêàõ 4-5 íè äëÿ êàêîãî ðåáðà (u, v) ∈ E íå áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî D[v] >
D[u] + c(u, v) è àëãîðèòì âåðíåò çíà÷åíèå true.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà 2 ïðåäïîëîæèì, ÷òî èç v0 äîñòèæèì öèêë îòðèöàòåëüíîé äëè-
íû v1, v2, . . . , vk = v1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , k − 1 âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà
D[vi+1] ≤ D[vi] + c(vi, vi+1). Òîãäà, ñëîæèâ âñå ýòè íåðàâåíñòâà è ñîêðàòèâ âñå D[vi] ñëåâà è
ñïðàâà (çàìåòèì, ÷òî D[vk] = D[v1], ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî 0 ≤

∑k−1
i=1 c(vi, vi+1). Íî ñóììà ñïðà-

âà è åñòü äëèíà öèêëà, êîòîðàÿ ïî åãî âûáîðó äîëæíà áûòü îòðèöàòåëüíîé. Ñëåäîâàòåëüíî,
õîòÿ áû äëÿ îäíîãî i íåðàâåíñòâî D[vi+1] ≤ D[vi] + c(vi, vi+1) íå âûïîëíÿåòñÿ. Àëãîðèòì ýòî
îáíàðóæèâàåò â ñòðîêå 7 è âîçâðàùàåò ðåçóëüòàò false.

Îöåíêà âðåìåíè î÷åâèäíà. Îòìåòèì, ÷òî ïðè áîëüøîì êîëè÷åñòâå ðåáåð |E| = O(|V |2) îíà
ÿâëÿåòñÿ êóáè÷åñêîé îòíîñèòåëüíî ÷èñëà âåðøèí.
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Ïðèìåð 15. Ðàññìîòðèì ðàáîòó ýòîãî àëãîðèòìà íà ãðàôàõ G1 è G2, ïîêàçàííûõ íà ðèñ.
26. Îáà èìåþò îäèíàêîâûå ìíîæåñòâà âåðøèí V1 = V2 = {a, b, c, d} è ðåáåð E1 = E2 =
{(a, b), (a, c), (a, d), (b, c), (d, b), (c, d)}. Ðàçëè÷åí ëèøü âåñ ðåáðà (c, d).
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Ðèñ. 26: Îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû G1 è G2

Ðàáîòà àëãîðèòìà Áåëëìàíà-Ôîðäà íà ãðàôå G1 ïîêàçàíà â ñëåäóþùåé òàáëèöå. Èùóòñÿ

i (u,v) D ÎÒÅÖ
b c d b c d

1 (a, b) 10 ∞ ∞ a - -
(a, c) 10 20 ∞ a a -
(a, d) 10 20 5 a a a
(b, c) 10 15 5 a b a
(d, b ) 7 15 5 d b a
(c, d) 7 15 5 d b a

2 (b, c) 7 12 5 d b a

Òàáëèöà 3: Àëãîðèòì Áåëëìàíà-Ôîðäà íà ãðàôå G1

êðàò÷àéøèå ïóòè èç âåðøèíû a. Äëÿ i = 1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âûçîâîâ ïðîöåäóðû Relax(u, v)
äëÿ âñåõ ðåáåð èç E, à äëÿ i = 2 � òîëüêî äëÿ ðåáðà (b, c), òàê êàê âûçîâû äëÿ îñòàëüíûõ ðåáåð
íå ìåíÿþò ìàññèâîâ D è ÎÒÅÖ. Ïðè i = 3 èçìåíåíèé â ðåçóëüòàòàõ íå ïðîèñõîäèò. Òàê êàê îò-
ñóòñòâóþò öèêëû îòðèöàòåëüíîé äëèíû, òî â êîíöå ðàáîòû ìàññèâD çàäàåò äëèíû êðàò÷àéøèõ
ïóòåé èç a, à ìàññèâ ÎÒÅÖ � ñàìè ýòè ïóòè.

Â ãðàôå G2 èìååòñÿ öèêë bcdb îòðèöàòåëüíîé äëèíû -3, äîñòèæèìûé èç a. Ðàáîòà ïåðâîé
÷àñòè àëãîðèòìà Áåëëìàíà-Ôîðäà (ñòðîêè 1-5) íà ýòîì ãðàôå ïîêàçàíà â ñëåäóþùåé òàáëèöå.

Â ýòîé òàáëèöå ïðè i = 2, 3 ïîêàçàíû òîëüêî ðåáðà, îñëàáëåíèÿ ïî êîòîðûì èçìåíÿþò
ðåçóëüòàòû. Ïðè ïðîâåðå âî âòîðîé ÷àñòè àëãîðèòìà (ñòðîêà 7) äëÿ ðåáðà (b, c) îáíàðóæèòñÿ,
÷òî D[c] = 12 > D[b] + c(b, c) = 4 + 5 = 9. Ïîñëå ýòîãî àëãîðèòì çàâåðøèòñÿ âûäà÷åé ðåçóëüòàòà
false.

6.2.4 Êðàò÷àéøèå ïóòè â àöèêëè÷åñêèõ ãðàôàõ

Îòñóòñòâèå öèêëîâ â ãðàôå ïîçâîëÿåò çà ñ÷åò âûáîðà òîïîëîãè÷åñêîãî ïîðÿäêà ïåðåáîðà ðåáåð
ñòðîèòü êðàò÷àéøèå ïóòè èç îäíîé âåðøèíû ñ ïîìîùüþ îäíîêðàòíîãî âûçîâà ïðîöåäóðû Relax
äëÿ êàæäîãî ðåáðà.

Àëãîðèòì Êðàò÷àéøèå ïóòè â àöèêëè÷åñêîì ãðàôå (ÊÏÀÃ)

procedure ÊÏÀÃ(G = (V,E), c, v0)
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i (u,v) D ÎÒÅÖ
b c d b c d

1 (a, b) 10 ∞ ∞ a - -
(a, c) 10 20 ∞ a a -
(a, d) 10 20 5 a a a
(b, c) 10 15 5 a b a
(d, b ) 7 15 5 d b a
(c, d) 7 15 5 d b a

2 (b, c) 7 12 5 d b a
(c, d) 7 12 2 d b a

3 (d, b ) 4 12 2 d b a

Òàáëèöà 4: Àëãîðèòì Áåëëìàíà-Ôîðäà íà ãðàôå G2

1. Îòñîðòèðîâàòü V â òîïîëîãè÷åñêîì ïîðÿäêå (ñì. çàäà÷ó 5.9)
2. Ïóñòü â ýòîì ïîðÿäêå V = u1, u2, . . . , un è v0 = uk;
3. FOR i = k TO n DO
4. {D[ui] :=∞;ÎÒÅÖ[ui] :=nil};
5. D[uk] := 0;
6. FOR i = k TO n DO
7. FORALL (ui, uj) ∈ E DO Relax(ui, uj);

Òåîðåìà 6.6. Ïóñòü G = (V,E) � îðèåíòèðîâàííûé àöèêëè÷åñêèé ãðàô ñ ôóíêöèåé âåñà ðåáåð
c è âûäåëåííîé âåðøèíîé v0. Òîãäà àëãîðèòì ÊÏÀÃ äëÿ êàæäîé äîñòèæèìîé èç v0 âåðøèíû
v âîçðàùàåò êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå D[v] îò v0 äî íåå, à ïîäãðàô, çàäàííûé ìàññèâîì ÎÒÅÖ,
ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç v0.

Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ÊÏÀÃ íå ïðåâîñõîäèò O(|V |+ |E|), ò.å. ëèíåéíî îòíîñèòåëüíî
ðàçìåðà ãðàôà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p = (uk = v0, uk1
, . . . , ukr

= v) � êðàò÷àéøèé ïóòü èç v0 â v (åñëè
òàêèõ ïóòåé íåñêîëüêî, òî ïóñòü p � ýòî êðàò÷àéøèé ïóòü ñ ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ìèíèìàëüíîé
îáðàòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èíäåêñîâ (kr−1, kr−2, . . . , k1). Òîãäà k < k1 < . . . < kr. Ïîýòîìó
èç ðåáåð ïóòè p â öèêëå â ñòðîêàõ 6 è 7 ïåðâûì áóäåò ðàññìîòðåíî ðåáðî (uk, uk1

), ïîñëå íåãî �
ðåáðî (uk1 , uk2) è ò.ä. Ïðåäïîëîæèì ïî èíäóêöèè, ÷òî ïîñëå âûçîâà Relax(ukj−1 , ukj ) â ñòðîêå
7 D[ukj

] ðàâíî äëèíå ρ(uk, ukj
) êðàò÷àéøåãî ïóòè p(j) = (uk = v0, uk1

, . . . , ukj
) èç v0 â ukj

è ÷òî
ìàññèâ ÎÒÅÖ çàôèêñèðîâàë ýòîò ïóòü. Òîãäà ïðè âûçîâå Relax(ukj

, ukj+1
) òåêóùåå çíà÷åíèå

D[ukj+1
] > D[ukj

] + c(ukj
, ukj+1

) = ρ(uk, ukj+1
) (ðàâåíñòâî îçíà÷àëî áû, ÷òî èìååòñÿ êðàò÷àé-

øèé ïóòü èç uk â ukj+1 ñ ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ìåíüøåé ÷åì ó p(j) îáðàòíîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ èíäåêñîâ). Ïîýòîìó ïîñëå ýòîãî âûçîâà D[ukj+1 ] = D[ukj ] + c(ukj , ukj+1) = ρ(uk, ukj+1), à
ÎÒÅÖ[ukj+1

] = ukj
.

Îòñþäà ïî èíäóêöèè çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîñëå âûçîâà Relax(ukr−1
, ukr

) D[v] = D[ur] ÿâëÿåòñÿ
êðàò÷àéøèì ðàññòîÿíèåì îò v0 äî v, à ìàññèâ ÎÒÅÖ çàäàåò ýòîò êðàò÷àéøèé ïóòü.

Äëÿ îöåíêè ñëîæíîñòè çàìåòèì, ÷òî òîïîëîãè÷åñêàÿ ñîðòèðîâêà âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ
àëãîðèòìà ÏÎÃ+ ïîñò çà ëèíåéíîå âðåìÿ O(|V | + |E|), öèêë â ñòðîêàõ 4 è 5 âûïîëíÿåòñÿ çà
O(|V |) øàãîâ, à öèêë â ñòðîêàõ 6 è 7 òðåáóåò íå áîëåå O(|V |+ |E|) øàãîâ.

Ó àëãîðèòìà ÊÏÀÃ èìååòñÿ èíòåðåñíîå ïðèëîæåíèå ê çàäà÷å óïðàâëåíèÿ ïðîåêòàìè. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ áîëüøîé ïðîåêò, ðàçáèòûé íà íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ðàáîò. Âñåìó ïðîåê-
òó ñîîòâåòñòâóåò ãðàô ðàáîò, â êîòîðîì êàæäàÿ ðàáîòà ïðåäñòàâëåíà îðèåíòèðîâàííûì ðåáðîì.
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Âñå ðàáîòû, âõîäÿùèå â íåêîòîðóþ âåðøèíó äîëæíû áûòü çàêîí÷åíû ïðåæäå, ÷åì íà÷íåòñÿ
âûïîëíåíèå ëþáîé âûõîäÿùåé èç íåå ðàáîòû. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ãðàô ðàáîò ÿâëÿåòñÿ àöèê-
ëè÷åñêèì. Êàæäîé ðàáîòå ñîïîñòàâëåí âåñ � ïëàíîâîå âðåìÿ åå âûïîëíåíèÿ. (Âîîáùå ãîâîðÿ,
íå âñÿêîå îòíîøåíèå ïðåäøåñòâîâàíèÿ ðàáîò îïèñûâàåòñÿ ãðàôîì óêàçàííîãî âèäà. Èíîãäà äëÿ
åãî òî÷íîãî çàäàíèÿ òðåáóåòñÿ äîáàâëÿòü ôèêòèâíûå ðàáîòû íóëåâîãî âåñà.) Îäíà èç îñíîâíûõ
òåõíîëîãèé, ïðèìåíÿåìûõ äëÿ óïðàâëåíèÿ ïðîåêòàìè � PERT (Project Evaluation and Review
Technique) âêëþ÷àåò íàõîæäåíèå òàê íàçûâàåìîãî êðèòè÷åñêîãî ïóòè � ñàìîãî äëèííîãî ïóòè
â ãðàôå. Ñîäåðæàòåëüíî, åãî äëèíà ðàâíà îáùåìó âðåìåíè âûïîëíåíèÿ ïðîåêòà ïðè óñëîâèè
ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ðàáîò. Ïîýòîìó îñíîâíîå âíèìàíèå ïðè óïðàâ-
ëåíèè ïðîåêòîì ñëåäóåò óäåëÿòü ðàáîòàì, íàõîäÿùèìñÿ íà êðèòè÷åñêîì ïóòè, à ðàáîòû íå íà
íåì ìîæíî è çàäåðæàòü. Ïîñêîëüêó â ïðîöåññå ðåàëèçàöèè ïðîåêòà ðåàëüíûå âðåìåíà âûïîë-
íåíèÿ ðàáîò îòëè÷àþòñÿ îò ïëàíîâûõ, ãðàô ðàáîò ÷àñòî ìåíÿåòñÿ è âñÿêèé ðàç çàäà÷ó ïîèñêà
êðèòè÷åñêîãî ïóòè òðåáóåòñÿ ðåøàòü çàíîâî. Êàê ýòî äåëàòü? Äîñòàòî÷íî ïðîñòî ïîìåíÿòü ó
êàæäîãî ðåáðà çíàê âåñà íà ïðîòèâîïîëîæíûé (îòðèöàòåëüíûé) è ïðèìåíèòü àëãîðèòì ÊÏÀÃ
ê ïîëó÷èâøåìóñÿ ãðàôó.

6.3 Çàäà÷è

Çàäà÷à 6.1. Êàê èçìåíèòü àëãîðèòì Óîðøîëëà-Ôëîéäà, ÷òîáû íàõîäèòü íå òîëüêî äëèíû
êðàò÷àéøèõ ïóòåé, íî è ñàìè êðàò÷àéøèå ïóòè?

Çàäà÷à 6.2. Ïóñòü AG � ìàòðèöà ñìåæíîñòè ãðàôà G = (V,E), ðàññìàòðèâàåìàÿ íàä êîëü-
öîì öåëûõ ÷èñåë. Ïóñòü Ak

G = (a
(k)
ij ) � åå (öåëî÷èñëåííàÿ) k-àÿ ñòåïåíü.

Äîêàæèòå, ÷òî a(k)
ij � ýòî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïóòåé äëèíû k èç vi â vj.

Çàäà÷à 6.3. Ïóñòü p � ýòî êðàò÷àéøèé ïóòü ìåæäó âåðøèíàìè u è v â íàãðóæåííîì
îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå G = (V,E). Îñòàíåòñÿ ëè ýòîò ïóòü êðàò÷àéøèì, åñëè óâåëè÷èòü
äëèíó êàæäîãî ðåáðà íà êîíñòàíòó c? Äîêàæèòå ýòî óòâåðæäåíèå èëè îïðîâåðãíèòå ñ ïî-
ìîùüþ êîíòðïðèìåðà.

Çàäà÷à 6.4. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì, êîòîðûé â îðèåíòèðîâàííîì íàãðóæåííîì ãðàôå G =
(V,E) ñ íåîòðèöàòåëüíûìè âåñàìè ðåáåð íàõîäèò öèêë ìèíèìàëüíîé äëèíû.

Çàäà÷à 6.5. Äèàìåòð, ðàäèóñû è öåíòðû ãðàôà Äèàìåòðîì (íå)îðèåíòèðîâàííîãî ãðà-
ôà G = (V,E) ñ âåñàìè ðåáåð c : E → R+ íàçûâåòñÿ ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó âåð-
øèíàìè ãðàôà dG = max{ρ(u, v)|u, v ∈ V }. Âíóòðåííèé öåíòð îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G �
ýòî òàêàÿ âåðøèíà v0, äëÿ êîòîðîé âåëè÷èíà R(v0) = max{ρ(v0, v) | v ∈ V } ìèíèìàëüíà.
Âíåøíèé öåíòð îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G � ýòî òàêàÿ âåðøèíà u0, äëÿ êîòîðîé âåëè÷èíà
r(u0) = max{ρ(v, u0) | v ∈ V } ìèíèìàëüíà. RG = R(v0) è rG = r(u0) íàçûâàþòñÿ âíóòðåííèì
è âíåøíèì ðàäèóñàìè ãðàôà G, ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî âíóòðåííèé è âíåøíèé öåí-
òðû ìîãóò áûòü íå åäèíñòâåííûìè. à) Äîêàæèòå, ÷òî â ãðàôå G ñóùåñòâóþò âíåøíèé è
âíóòðåííèé öåíòðû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì.

á) Ïðèâåäèòå ïðèìåð ãðàôà G, ó êîòîðîãî RG 6= rG.
â) Ïðåäëîæèòå ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì îïåðåäåëåíèÿ äèàìåòðà dG, ðàäèóñîâ RG, rG è öåí-

òðîâ ãðàôà G. (Óêàçàíèå: èñïîëüçóéòå àëãîðèòì Óîðøîëëà-Ôëîéäà.

Çàäà÷à 6.6. Ãäå â äîêàçàòåëüñòâå ïðàâèëüíîñòè àëãîðèòìà Äåéêñòðû èñïîëüçóåòñÿ íåîòðè-
öàòåëüíîñòü âåñîâ ðåáåð? Ïðèâåäèòå ïðèìåð ãðàôà (ñ îòðèöàòåëüíûìè âåñàìè), äëÿ êîòî-
ðîãî àëãîðèòì Äåéêñòðû äàåò íåâåðíûé îòâåò.

Çàäà÷à 6.7. Äîêàæèòå, ÷òî íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà Äåéêñòðû êðàò÷àéøèé ïóòü èç
èñõîäíîé âåðøèíû â ëþáóþ âåðøèíó ìíîæåñòâà S ïðîõîäèò òîëüêî ÷åðåç âåðøèíû ìíîæå-
ñòâà S.
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Çàäà÷à 6.8. Ñêîëüêî ðàç ìîæåò ìåíÿòüñÿ äëÿ îäíîé âåðøèíû v çíà÷åíèå D[v] â õîäå ðàáîòû
àëãîðèòìà Äåéêñòðû äëÿ ãðàôà ñ n âåðøèíàìè. Ïðèâåñòè ïðèìåð íà êàæäûé âîçìîæíûé
ñëó÷àé.

Çàäà÷à 6.9. Çàìåíèì â ñòðîêå 10 àëãîðèòìà Äåéêñòðû çíàê íåðàâåñòâà íà ïðîòèâîïîëîæ-
íûé:
10'. { IF D[u] < D[w] + c(w, u)
Áóäåò ëè òàêîé ìîäèôèöèðîâàííûé àëãîðèòì íàõîäèòü ñàìûå äëèííûå ïðîñòûå ïóòè èç
çàäàííîé âåðøèíû a ∈ V ? Äîêàæèòå ýòî óòâåðæäåíèå èëè ïðèâåäèòå êîíòðïðèìåð.

Çàäà÷à 6.10. Áûñòðåéøàÿ ïîåçäêà. Ñîäåðæàòåëüíî, çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïî
æåëåçíîäîðîæíîìó ðàñïèñàíèþ îïðåäåëèòü ñàìûé áûñòðûé ñïîñîá äîáðàòüñÿ èç îäíîãî ïóíê-
òà â äðóãîé. Áîëåå ôîðìàëüíî, çàäàí îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (V,E), âåðøèíû êîòîðîãî
ïðåäñòàâëÿþò ñòàíöèè, à ðåáðà ñîåäèíÿþò ñòàíöèè, ìåæäó êîòîðûìè õîäÿò ïîåçäà. Äëÿ
êàæäîãî ðåáðà (u, v) çàäàíî ðàñïèñàíèå ïîåçäîâ R(u, v) íà âåòêå (u, v), ïðåäñòàâëÿþùåå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü òðîåê (n1, t

u
1 , t

v
1), . . . , (nr, t

u
r , t

v
r), â êîòîðûõ ni � íîìåð ïîåçäà, tui � âðåìÿ åãî

îòïðàâëåíèÿ ñî ñòàíöèè u, tvi � âðåìÿ åãî ïðèáûòèÿ íà ñòàíöèþ v.
à) Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì, êîòîðûé ïî ñòàíöèè îòïðàâëåíèÿ a ∈ V , êîíå÷íîé ñòàíöèè b ∈ V
è âðåìåíè t0 ïîÿâëåíèÿ ïàññàæèðà íà ñòàíöèè a íàõîäèò ðàñïèñàíèå ñàìîé áûñòðîé ïîåçäêè
ýòîãî ïàññàæèðà èç a â b. (Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðåñàäêà âðåìåíè íå çàíèìàåò).
á) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîé ñòàíöèè u ∈ V çàäàíî âðåìÿ Tu, òðåáóþùååñÿ äëÿ ïåðå-
ñàäêè íà ýòîé ñòàíöèè. Êàê íàéòè ñàìûé áûñòðûé ïóòü â ýòîì ñëó÷àå?
Óêàçàíèå: ìîäèôèöèðóéòå àëãîðèòì Äåéêñòðû.

Çàäà÷à 6.11. Îáîáùåííîå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà. Íàãðóæåííûé îðèåíòèðîâàííûé
ãðàô G = (V,E), c : E → R óäîâëåòâîðÿåò îáîáùåííîìó íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà, åñëè äëÿ
ëþáîé ïàðû âåðøèí u è v è ëþáûõ äâóõ ïóòåé p è q ìåæäó íèìè èç òîãî, ÷òî ÷èñëî ðåáåð
â p íå áîëüøå ÷èñëà ðåáåð â q ñëåäóåò, ÷òî c(p) ≤ c(q) (ò.å. ñàìûé êîðîòêèé ïóòü èìååò
ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ðåáåð).
(à) Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè, ïðîâåðÿþùèé óäîâëåòâîðÿåò ëè äàí-
íûé ãðàô îáîáùåííîìó íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà.
(á) Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ íàãðóæåííûõ ãðàôîâ G = (V,E), c : E → R, óäîâëåòâîðÿþùèõ îáîá-
ùåííîìó íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà, äëÿ çàäà÷è ïîèñêà êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç îäíîãî èñòî÷-
íèêà èìååòñÿ àëãîðèòì ñëîæíîñòè O(|V |+ |E|).

Çàäà÷à 6.12. Àëãîðèòì Áåëëìàíà-Ôîðäà ïîçâîëÿåò îáíàðóæèâàòü öèêëû îòðèöàòåëüíîé
äëèíû. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì, ïå÷àòàþùèé âåðøèíû êàêîãî-íèáóäü òàêîãî öèêëà.

Çàäà÷à 6.13. G = (V,E) - îðèåíòèðîâàííûé ãðàô áåç öèêëîâ îòðèöàòåëüíîé äëèíû. c -
âåñîâàÿ ôóíêöèÿ íà ðåáðàõ (ðåáðà ìîãóò áûòü îòðèöàòåëüíîé äëèíû). Ïîñòðîèòü àëãîðèòì,
êîòîðûé äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ∈ V íàõîäèò ðàññòîÿíèå äî áëèæàéøåãî ñîñåäà:

ρ∗(v) = min
u6=v

ρ(u, v)

Çàäà÷à 6.14. Âàëþòíûå îïåðàöèè
Ïóñòü íà ðûíêå èìååòñÿ n âàëþò, òåêóùèå êóðñû êîòîðûõ çàäàíû n×n ìàòðèöåé R: 1åäèíè-
öà i-îé âàëþòû îáìåíèâàåòñÿ íà R[i, j] åäèíèö j-îé âàëþòû. Ðàçðàáîòàéòå àëãîðèòì, êîòî-
ðûé íàõîäèò òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âàëþò (öèêë) i1, i2, . . . , ik, i1, äëÿ êîòîðîé R[i1, i2] ·
R[i2, i3] · . . . ·R[ik, i1] > 1. Îöåíèòå âðåìÿ ðàáîòû ýòîãî àëãîðèòìà.

Çàäà÷à 6.15. Âëîæåííûå ÿùèêè.
Ñêàæåì, ÷òî d-ìåðíûé ÿùèê ðàçìåðà (x1, x2, . . . , xd) âêëàäûâàåòñÿ â ÿùèê ðàçìåðà
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(y1, y2, . . . , yd), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïåðåñòàíîâêà i1, i2, . . . , id èçìåðåíèé 1, 2, . . . , d, äëÿ
êîòîðîé xi1 ≤ y1, xi2 ≤ y2, . . . , xid ≤ yd.

a) Äîêàæèòå, ÷òî îòíîøåíèå "âêëàäûâàåòñÿ â" òðàíçèòèâíî.
á) Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì ïðîâåðêè ýòîãî îòíîøåíèÿ.
â) Ïóñòü äàíî n d-ìåðíûõ ÿùèêîâ. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñàìîé áîëüøîé

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè âëîæåííûõ ÿùèêîâ (ìàòðåøêè èç ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî ÷èñëà
ÿùèêîâ). Îöåíèòå åãî ñëîæíîñòü.

Ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé íà ðàçíîñòè.
Ñèñòåìà îãðàíè÷åíèé íà ðàçíîñòè � ýòî ñèñòåìà íåðàâåíñòâ âèäà:

(∗) xi − xj ≤ bk 1 ≤ i, j ≤ n, 1 ≤ k ≤ m

( çäåñü xi, xj � ïåðåìåííûå, bk � êîíñòàíòû ). Ñâÿæåì ñ ýòîé ñèñòåìîé ãðàô G∗ = (V∗, E∗), ó
êîòîðîãî V∗ = {v0, v1, . . . , vn},
E∗ = {(v0, vi) | 1 ≤ i ≤ n} ∪ {(v,vj) | íåðàâåíñòâî xi − xj ≤ bk âõîäèò â ñèñòåìó (∗)}.
Çàäàäèì âåñà ðåáåð ñëåäóþùèì îáðàçîì:
c(v0, vi) = 0 (1 ≤ i ≤ n), c(vi, vj) = bk, åñëè xi − xj ≤ bk âõîäèò â ñèñòåìó (∗).

Çàäà÷à 6.16. Äîêàæèòå ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 6.7.
à) Åñëè â ãðàôå G∗ íåò öèêëîâ îòðèöàòåëüíîé äëèíû, òî x1 = ρ(v0, v1), x2 = ρ(v0, v2), . . . , xn =
ρ(v0, vn) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (*).
á) Åñëè â ãðàôå G∗ åñòü öèêëû îòðèöàòåëüíîé äëèíû, òî ñèñòåìà (*) íå èìååò ðåøåíèé.

Çàäà÷à 6.17. Èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó, ïðåäëîæèòå àëãîðèòì, äëÿ ïðîâåðêè ðàçðåøè-
ìîñòè ñèñòåì âèäà (*) è íàõîæäåíèÿ èõ ðåøåíèé.

7 Ïîòîêè â ñåòÿõ

7.1 Ïîòîêè è ðàçðåçû. Àëãîðèòì Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà

Ïîíÿòèå (òðàíñïîðòíîé) ñåòè ñëóæèò äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ïîèñêîì îïòè-
ìàëüíûõ ïëàíîâ ïåðåìåùåíèÿ èëè ïåðåâîçêè ïðîäóêòîâ îò èñòî÷íèêîâ (ïðîèçâîäèòåëåé) ê èõ
ïîòðåáèòåëÿì. Òðàíñïîðòíûå ñåòè ïðåäñòàâëÿþòñÿ îðèåíòèðîâàííûìè ãðàôàìè ñ íàãðóæåí-
íûìè äóãàìè2

Îïðåäåëåíèå 22. Ñåòü N = (V,E, s, t, c) - ýòî ñâÿçíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô áåç ïåòåëü
G = (V,E), ó êîòîðîãî

1) èìååòñÿ îäíà âåðøèíà s, â êîòîðóþ íå âõîäÿò äóãè (èñòî÷íèê);
2) èìååòñÿ îäíà âåðøèíà t, èç êîòîðîé íå èñõîäÿò äóãè (ñòîê);
3) êàæäîé äóãå e = (u, v) ∈ E ñîïîñòàâëåíà åå ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü c(e) ≥ 0.

Ñîäåðæàòåëüíî, ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü äóãè � ýòî ìàêñèìàëüíûé îáúåì ïðîäóêòà, êîòî-
ðûé ìîæíî ïåðåìåñòèòü ïî ýòîé äóãå, èëè ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü åãî ïåðåâîçêè.

Ïëàí ïåðåâîçêè çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîòîêà � ôóíêöèè, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò îáúåì (ñêî-
ðîñòü) ïåðåìåùåíèÿ ïðîäóêòà ïî êàæäîé äóãå. Çíà÷åíèå ïîòîêà íà äóãå íå äîëæíî ïðåâûøàòü
åå ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè è äëÿ êàæäîé âåðøèíû ïîòîê, êîòîðûé â íåå âòåêàåò, äîëæåí ñîâ-
ïàäàòü ñ ïîòîêîì, êîòîðûé èç íåå âûòåêàåò (çàêîí Êèðêãîôà). Òàêîé ïîòîê ìîæåò îïèñûâàòü-
ïîâåäåíèå ãàçà èëè íåôòè â òðóáîïðîâîäå, ïîòîêè àâòîìîáèëüíûõ ãðóçîâ â ñåòè àâòîñòðàä,
ïåðåñûëêó òîâàðîâ ïî æåëåçíîé äîðîãå, ïåðåäà÷ó èíôîðìàöèè â èíôîðìàöèîííîé ñåòè è ò.ï.

2Â òðàíñïîðòíûõ ñåòÿõ, êàê ïðàâèëî, âìåñòî òåðìèíà ðåáðî èñïîëüçóåòñÿ åãî ñèíîíèì � äóãà.
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Îïðåäåëåíèå 23. Ïîòîê f â ñåòè N - ýòî ôóíêöèÿ f : E → R òàêàÿ, ÷òî
1) 0 ≤ f(e) ≤ c(e) äëÿ êàæäîé äóãè e ∈ E;
2) äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ∈ V \ {s, t}∑
{f(e)| e âõîäèò â v} =

∑
{f(e)| e âûõîäèò èç v}.

Âåëè÷èíà ïîòîêà f â ñåòè N val(f) =
∑

u∈V f(s, u).
Ïîòîê ñ íàèáîëüøèì çíà÷åíèåì âåëè÷èíû íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì.

Ñëåäñòâèå. Âåëè÷èíà ïîòîêà val(f) =
∑

u∈V f(u, t). (Ïîêàçàòü!)

Îïðåäåëåíèå 24. Ðàçðåç A â ñåòè N - ïîäìíîæåñòâî âåðøèí A òàêîå, ÷òî èñòî÷íèê
s ∈ A, à ñòîê t ∈ V \A. Ðàçðåç (è âîîáùå ëþáîå ïîäìíîæåñòâî âåðøèí ñåòè) A îäíîçíà÷íî
çàäàåò ìíîæåñòâî äóã P (A) = {(u, v) | u ∈ A, v ∈ V \A}, âåäóùèõ èç A "íàðóæó".

Ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ðàçðåçà A :
c(A, V \A) =

∑
(u,v)∈P (A) c(u, v)

Ðàçðåç ñ ìèíèìàëüíîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì.
Ïîòîê f ÷åðåç ðàçðåç (ìíîæåñòâî) A:

f(A, V \A) =
∑

(u,v)∈P (A) f(u, v) .

Âåëè÷èíà ïîòîêà ñâÿçàíà ñ åãî ïðîõîæäåíèåì ÷åðåç ðàçðåç.

Ëåììà 7.1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàçðåçà A è ëþáîãî ïîòîêà f
val(f) = f(A, V \A)− f(V \A,A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ ïîòîêà ñëåäóåò, ÷òî∑
v∈V

f(u, v)−
∑
v∈V

f(v, u) =

{
val(f) åñëè u = s
0 åñëè u ∈ A \ {s}

Ïðîñóììèðîâàâ ýòè ðàâåíñòâà ïî âñåì u ∈ A, ïîëó÷èì∑
u∈A

∑
v∈V

f(u, v)−
∑
u∈A

∑
v∈V

f(v, u) = val(f).

Äëÿ ëþáîé ïàðû âåðøèí u ∈ A, v ∈ A ïîòîê f(u, v) ó÷èòûâàåòñÿ â ïåðâîé ñóììå â ëåâîé
÷àñòè ñ ïëþñîì, à âî âòîðîé ñóììå ñ ìèíóñîì. Ñîêðàòèâ âñå òàêèå ñëàãàåìûå, ïîëó÷èì∑

u∈A

∑
v∈V \A

f(u, v)−
∑
u∈A

∑
v∈V \A

f(v, u) = val(f)

èëè f(A, V \A)− f(V \A,A) = val(f).

Òåîðåìà 7.1 ((Ôîðä, Ôàëêåðñîí)).
(1) Âåëè÷èíà ëþáîãî ïîòîêà èç s â t íå ïðåâîñõîäèò ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ìèíèìàëüíîãî
ðàçðåçà.
(2) Ñóùåñòâóåò ïîòîê, äîñòèãàþùèé ýòîãî çíà÷åíèÿ (ìàêñèìàëüíûé ïîòîê).

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Ïóñòü A � ìèíèìàëüíûé ðàçðåç. Ïî ëåììå 7.1 äëÿ ëþáîãî ïîòîêà f èìååì
val(f) = f(A, V \A)− f(V \A,A) ≤ f(A, V \A) = Σe∈P (A)f(e) ≤ Σe∈P (A)c(e) = c(A, V \A).

Ïðèìåð 16. Ðàññìîòðèì ñåòü N è ïîòîê f â íåé, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 27. Ïðîïóñêíûå ñïî-
ñîáíîñòè äóã óêàçàíû â ñêîáêàõ, à çíà÷åíèÿ ïîòîêà íà ýòèõ äóãàõ � áåç ñêîáîê. Âåëè÷èíà
ýòîãî ïîòîêà val(f) = f(s, a) + f(s, b) + f(s, c) = 3 + 6 + 4 = 13. Îäèí èç ðàçðåçîâ â ñåòè N
îáðàçóåò ìíîæåñòâî âåðøèí A = {s, a, b, c}. Äëÿ íåãî P (A) = {(a, f), (b, f), (b, g), (b, e), (c, e)},
P (V \A) = {(e, a)}, ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ýòîãî ðàçðåçà c(A, V \A) = 6 + 3 + 2 + 2 + 5 = 18,
ïîòîê ÷åðåç A ðàâåí f(A, V \A) = 5 + 2 + 2 + 2 + 4 = 15, à ïîòîê â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè �
f(V \A,A) = 2.
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Ðèñ. 27: Ñåòü N (ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè â ñêîáêàõ) è ïîòîê f

Îñíîâíûå àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà îñíîâûâàþòñÿ íà ïîñëåäîâàòåëü-
íîì óâåëè÷åíèè ïîòîêà, ïðè÷åì ìîäèôèêàöèÿ ïîòîêà, ïðîèçâîäèòñÿ âäîëü óâåëè÷èâàþùèõ ïó-
òåé (öåïåé), îïðåäåëåííûõ Ôîðäîì è Ôàëêåðñîíîì.

Îïðåäåëåíèå 25. Ïóñòü N - ñåòü, f - ïîòîê â íåé. Óâåëè÷èâàþùèé ïóòü (óâåëè÷èâàþ-
ùàÿ öåïü) èç s â v ∈ V îòíîñèòåëüíî f � ýòî ëþáîé ïóòü P èç s â v â íåîðèåíòèðîâàííîì
ãðàôå, ïîëó÷åííîì èç G èãíîðèðîâàíèåì íàïðàâëåíèé äóã, â êîòîðîì:

1) äëÿ ëþáîé äóãè (u, v), ïðîõîäèìîé â P â ïðÿìîì íàïðàâëåíè (ïðÿìîé äóãè), f(u, v) <
c(u, v);

2) äëÿ ëþáîé äóãè (v, u), ïðîõîäèìîé â P â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè (îáðàòíîé äóãè), f(v, u) >
0.

Óâåëè÷èâàþùèé ïóòü èç s â t áóäåì ïðîñòî íàçûâàòü óâåëè÷èâàþùèì ïóòåì.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó îòñóòñòâèåì óâåëè÷èâàþùèõ ïóòåé, ìàê-
ñèìàëüíîñòüþ ïîòîêà è è ñîâïàäåíèåì ïîòîêà ÷åðåç ðàçðåç ñ åãî ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ.

Òåîðåìà 7.2. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1) ïîòîê f èç s â t ìàêñèìàëüíûé;
2) íå ñóùåñòâóåò óâåëè÷èâàþùåãî ïóòè äëÿ f ;
3) äëÿ íåêîòîðîãî ðàçðåçà A val(f) = c(A, V \A).

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) =⇒ (2) ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ óâåëè÷èâàþùåãî ïóòè. Äåéñòâèòåëüíî,
ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ñåòè åñòü óâåëè÷èâàþùèé ïóòü p = (s = v0

e1→ v1
e2→ . . . , vl−1

el→ vl = t).
Ïîëîæèì ∆(ei) = c(ei) − f(ei), åñëè äóãà ei ïðÿìàÿ, è ∆(ei) = f(ei), åñëè ei � îáðàòíàÿ äóãà.
Ïóñòü δ = min{∆(ei)|1 ≤ i ≤ l}. Òîãäà δ > 0. Îïðåäåëèì íîâûé ïîòîê f ′, êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ f
âñþäó êðîìå p, à íà äóãàõ èç p ïîëîæèì f ′(ei) = f(ei)+δ, åñëè äóãà ei ïðÿìàÿ, è f ′(ei) = f(ei)−δ,
åñëè äóãà ei îáðàòíàÿ. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî f ′ ÿâëÿåòñÿ ïîòîêîì è ÷òî val(f ′) = val(f) + δ.
(2) =⇒ (3). Ïîëîæèì A = {v ∈ V |ñóùåñòâóåò óâåëè÷èâàþùèé ïóòü èç s â v}. Òîãäà A � ðàçðåç
(ïî÷åìó?). Äëÿ êàæäîé äóãè e = (v, u) ∈ P (A) èìååò ìåñòî f(e) = c(e) (èíà÷å ìîæíî áûëî áû
ïðîäîëæèòü óâåëè÷èâàþùèé ïóòü äî u). Ïî òîé æå ïðè÷èíå äëÿ êàæäîé äóãè e ∈ P (V \ A)
f(e) = 0. Òîãäà ïî ëåììå 7.1 ïîëó÷àåì, ÷òî val(f) = f(A, V \A)− f(V \A,A) = c(A, V \A).
(3) =⇒ (1) ñëåäóåò ïî òåîðåìå 1.

Îïðåäåëåííàÿ â äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû äëÿ óâåëè÷èâàþùåãî ïóòè p âåëè÷èíà δ = δ(p)
îïðåäåëÿåò ìàêñèìàëüíîå âîçìîæíîå óâåëè÷åíèå ïîòîêà íà ýòîì ïóòè.

Ïðèìåð 17. Â ñåòè N ðèñ. 27 óâåëè÷èâàþùèìè îòíîñèòåëüíî óêàçàííîãî ïîòîêà f áóäóò
ñëåäóþùèå ïóòè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè çíà÷åíèÿìè δ:

p1 = (s
(6)3−→ a

(6)5−→ b
(8)7−→= t), δ(p1) = 1;

p2 = (s
(6)3−→ a

(4)2←− e (6)4−→= t), δ(p2) = 2;
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p3 = (s
(8)6−→ b

(3)2−→ f
(8)7−→= t), δ(p3) = 1;

p4 = (s
(6)4−→ c

(5)4−→ e
(6)4−→= t), δ(p4) = 1;

p5 = (s
(6)4−→ c

(5,)4−→ e
(4)2−→ a

(6)5−→ b
(8)7−→= t), δ(p5) = 1.

Èç òåîðåìû 7.2 ìîæíî èçâëå÷ü èäåþ ñëåäóþùåãî ïðîñòîãî àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ìàêñè-
ìàëüíîãî ïîòîêà. Íà÷èíàÿ ñ íóëåâîãî ïîòîêà (f(e) = 0 äëÿ êàæäîé äóãè e ∈ E), èùåì óâåëè-
÷èâàþùèå ïóòè è óâåëè÷èâàåì âäîëü íèõ òåêóùèé ïîòîê. Çàâåðøàåì âû÷èñëåíèå, êîãäà îáíà-
ðóæèâàåì îòñóòñòâèå óâåëè÷èâàþùèõ ïóòåé. Ýòîò àëãîðèòì áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòå Ôîðäà è
Ôàëêåðñîíà â 1962ã.

ÀËÃÎÐÈÒÌ ÔÎÐÄÀ È ÔÀËÊÅÐÑÎÍÀ (Ô-Ô)

Âõîä : ñåòü N = (V,E, s, t, c).
Âûõîä : ìàêñèìàëüíûé ïîòîê f â N.
Ñòðóêòóðû äàííûõ :
L(v) - ïðåäøåñòâåííèê v â óâåëè÷èâàþùåì ïóòè,
δ(v) - âåëè÷èíà äîïîëíèòåëüíîãî ïîòîêà èç s â v,
Q � î÷åðåäü âåðøèí. Â êà÷åñòâå èìåí âåðøèí èñïîëüçóþòñÿ èõ íîìåðà (ïîëîæèòåëüíûå öåëûå
÷èñëà).

% Èíèöèàëèçàöèÿ:
1 ãîòîâî = "íåò";
2 FOR ALL e ∈ E DO f(e) := 0 ;

% Îñíîâíîé öèêë:
3 WHILE ãîòîâî="íåò" DO
4 { FOR ALL v ∈ V \ {s} DO { L(v) := 0; δ(v) := 0 };
5 L(s) := s; δ(s) :=∞;
6 ÄÎÁÀÂÈÒÜ(Q, s);
7 WHILE Q 6= ∅ DO
8 {v := ÍÀ×ÀËÎ(Q);
9 ÓÄÀËÈÒÜ(Q);
10 ÏÐÎÑÌÎÒÐÅÒÜ(v)
11 };
12 IF L(t) 6= 0 % t ïîìå÷åíà, åñòü óâåë. ïóòü

% óâåëè÷èòü ïîòîê f âäîëü óâåëè÷èâàþùåãî ïóòè;
13 THEN {v := t;
14 WHILE v 6= s DO
15 {u := L(v);
16 IF u > 0
17 THEN f(u, v) := f(u, v) + δ(t) % ïðÿìàÿ äóãà
18 ELSE f(v, u) := f(v, u)− δ(t); % îáðàòíàÿ äóãà
19 v := |u| }
20 }
21 ELSE ãîòîâî="äà"
22 }

Ïðîöåäóðà ÏÐÎÑÌÎÒÐÅÒÜ(v) ïûòàåòñÿ ïðîäëèòü óâåëè÷èâàþùèé ïóòü èç s â v, ïðîâåðÿÿ
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ñíà÷àëà âñå äóãè, âûõîäÿùèå èç v, à çàòåì � äóãè, âõîäÿùèå â v.

PROCEDURE ÏÐÎÑÌÎÒÐÅÒÜ(v)

Ïîèñê ïðÿìûõ óâåëè÷èâàþùèõ äóã:
1 FOR ALL (v, u) ∈ E DO
2 IF L(u) = 0 AND f(v.u) < c(v, u),
3 THEN % ïðîäëèòü óâåë. ïóòü äî u:
4 { L(u) := v; δ(u) := min{δ(v), c(v, u)− f(v, u)};
5 ÄÎÁÀÂÈÒÜ(Q, u);
6 };

Ïîèñê îáðàòíûõ óâåëè÷èâàþùèõ äóã:
7 FOR ALL (u, v) ∈ E DO
8 IF L(u) = 0 AND f(u, v) > 0,
9 THEN % ïðîäëèòü óâåë. ïóòü äî u:
10 { L(u) := −v; δ(u) := min{δ(v), f(u, v)};
11 ÄÎÁÀÂÈÒÜ(Q, u);
12 };

Òåîðåìà 7.3. Åñëè àëãîðèòì Ô-Ô îñòàíàâëèâàåòñÿ, òî ïîëó÷åííûé ïîòîê ìàêñèìàëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, â ìîìåíò îñòàíîâêè àëãîðèòìà Ô-Ô î÷åðåäü Q ïóñòà è
L(t) = 0. Ïîëîæèì W = {v | L(v) 6= 0} . Òîãäà W � ðàçðåç. Äëÿ ëþáîé äóãè (v, u) ∈ P (W )
f((u, v) = c((u, v)) (èíà÷å ïðè âûçîâå ÏÐÎÑÌÎÒÐÅÒÜ(v) â öèêëå 1-6) äëÿ u áûëè áû âû-
ïîëíåíû âñå óñëîâèÿ è ýòà âåðøèíà áûëà áû "ïîìå÷åíà": L(u) := v. Äëÿ ëþáîé æå îáðàòíîé
äóãè (u, v) ∈ P (V \W ) f((u, v) = 0 (èíà÷å ïðè âûçîâå ÏÐÎÑÌÎÒÐÅÒÜ(v) â öèêëå 7-12) äëÿ
u áûëè áû âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ è ýòà âåðøèíà áûëà áû "ïîìå÷åíà": L(u) := −v). Íî òîãäà
ïî ëåììå 1 èìååì val(f) = f(W,V \W )− f(V \W,W ) = c(W,V \W )
è ïî òåîðåìå 2 f � ìàêñèìàëüíûé ïîòîê.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ñëîæíîñòü àëãîðèòìà Ô-Ô ìîæåò çàâèñåòü îò çíà÷åíèé
ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé äóã.

Ïðèìåð 18. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñåòü:
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Ðèñ. 28: Ñåòü ñ áîëüøèì âðåìåíåì ðàáîòû àëãîðèòìà Ô-Ô
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àëãîðèòì Ô-Ô, íà÷àâ ñ íóëåâîãî ïîòîêà, ïîî÷åðåäíî íàõîäèò è èñïîëü-
çóåò äëÿ óâåëè÷åíèÿ ïîòîêà óâåëè÷èâàþùèå ïóòè p1 = s→ y → x→ t è p2 = s→ x← y → t.
Òîãäà íà êàæäîì ýòàïå àëãîðèòìà ïîòîê óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1 è ìàêñèìàëüíûé ïîòîê 2M
äîñòèãàåòñÿ çà 2M ýòàïîâ.

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ. Ôîðä è Ôàëêåðñîí ïîêàçàëè, ÷òî èõ àëãîðèòì ìîæåò íå íàéòè ìàêñèìàëü-
íîãî çíà÷åíèÿ ïîòîêà. Îíè ïîñòðîèëè ïðèìåðû ñåòåé ñ èððàöèîíàëüíûìè çíà÷åíèÿìè c(v, u),
íà êîòîðûõ àëãîðèòì íå îñòàíàâëèâàåòñÿ è ñõîäèòñÿ ê 1/4 îò âåëè÷èíû ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà.
Ïðè÷èíà ýòîãî â òîì, ÷òî â àëãîðèòìå Ô-Ô íå ó÷èòûâàåòñÿ ïîðÿäîê ïåðåáîðà óâåëè÷èâàþùèõ
ïóòåé. Ýäìîíäñ è Êàðï â 1972 ã. ïðåäëîæèëè ìîäèôèêàöèþ àëãîðèòìà Ô-Ô, â êîòîðîé íà
êàæäîì ýòàïå ïîòîê óâåëè÷èâàåòñÿ âäîëü êðàò÷àéøåãî (ïî ÷èñëó äóã) óâåëè÷èâàþùåãî ïóòè.
Èõ àëãîðèòì â õóäøåì ñëó÷àå èìååò ñëîæíîñòü O(|V ||E|2), ÷òî ïðè áîëüøîì êîëè÷åñòâå äóã
|E| = O(|V |2) äàåò îöåíêó O(|V |5).

7.2 Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà çà êóáè÷åñêîå âðåìÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèâåäåì áîëåå ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ñëîæíîñòè O(|V |3), ïåðâîíà÷àëüíàÿ
èäåÿ êîòîðîãî ïðèíàäëåæàëà Å.À. Äèíèöó (1970), à çàòåì áûëà óòî÷íåíà À.Â. Êàðçàíîâûì
(1974). Âàðèàíò ýòîãî àëãîðèòìà, ïðåäñòàâëåííûé çäåñü, ÿâëÿåòñÿ óïðîùåííîé ôîðìîé ýòîãî
àëãîðèòìà, îïèñàííîé â ðàáîòå òðåõ àâòîðîâ Ìàëõîðòðû (Malhotra V. M.), Êóìàðà (Kumar
M.P.) è Ìàõåøâàðè (Maheshwari S.N.) â 1978ã. Åãî èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íà êàæäîì ýòàïå
ïðîèçâîäèòü óâåëè÷åíèå ïîòîêà ïî âñåì êðàò÷àéøèì óâåëè÷èâàþùèì ïóòÿì.

Îïðåäåëåíèå 26. Ïóñòü N = (V,E, s, t, c) � ñåòü, f � ïîòîê â N. Âñïîìîãàòåëüíàÿ ñåòü
AN(f) = (V (f), E(f), s, t, ac) � ýòî òàêàÿ ñåòü, âåðøèíû êîòîðîé V (f) ðàçáèòû íà l ñëîåâ
V0 = {s}, V1, ..., t ∈ Vl, òàê ÷òî äóãè ñîåäèíÿþò âåðøèíû ñîñåäíèõ ñëîåâ Vi è Vi+1 è ïðè
ýòîì, åñëè t /∈ Vi, òî ñëîé Vi+1 è âõîäÿùèå â íåãî äóãè îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) åñëè (u, v) ∈ E, u ∈ Vi, v /∈
⋃i

j=0 Vj è f(u, v) < c(u, v), òî v ∈ Vi+1, (u, v) ∈ E(f) è
ac(u, v) = c(u, v)− f(u, v);

2) åñëè (v, u) ∈ E, u ∈ Vi, v /∈
⋃i

j=0 Vj è f(v, u) > 0, òî v ∈ Vi+1, (u, v) ∈ E(f) è
ac(u, v) = f(v, u).

Âîîáùå ãîâîðÿ, âîçìîæåí è òðåòèé ñëó÷àé, êîãäà ïîòîê f áîëüøå íóëÿ íà äâóõ âñòðå÷íûõ
äóãàõ: f(u, v) > 0 è f(v, u) > 0. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïðîâåñòè ýêâèâàëåíòíîå ïðåîáðàçîâà-
íèå: ìèíèìàëüíûé èç ýòèõ ïîòîêîâ çàìåíèòü íà 0, à ìàêñèìàëüíûé èç íèõ íà çíà÷åíèå ïîòîêà
|f(u, v)− f(v, u)|.

Àëãîðèòì ÏÎÂÑ ïîñòðîåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé ñåòè îñíîâàí íà ïîèñêå â øèðèíó. Ïóñòü
L(v) = {u | (v, u) ∈ E} � ñïèñîê "ñûíîâåé"v, M(v) = {u | (u, v) ∈ E} � ñïèñîê "îòöîâ"v â N,
à AL(v) è AM(v) � àíàëîãè÷íûå ñïèñêè äëÿ AN(f), AV � âåðøèíû AN(f), ÄËÈÍÀ(v)
- ðàññòîÿíèå îò s äî v, Q � î÷åðåäü âåðøèí (âíà÷àëå ïóñòàÿ).

PROCEDURE ÏÎÂÑ
% Èíèöèàëèçàöèÿ:
1 FOR ALL u ∈ V DO
2 { ÄËÈÍÀ(u) :=∞;
3 AM(u) := ∅;AL(u) := ∅;
4 FOR ALL v ∈ V DO ac(u, v) := 0;
5 FOR ALL v ∈ V DO af(u, v) := 0
6 };
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7 ÄÎÁÀÂÈÒÜ(Q, s); AV := ∅; ÄËÈÍÀ(s) := 0;
% ïîèñê â øèðèíó îò s:

8 WHILE Q 6= ∅ DO
9 { u := ÍÀ×ÀËÎ(Q); ÓÄÀËÈÒÜ(Q); AV := AV ∪ {u};
10 FOR ALL v ∈ L(u) DO % ïîèñê ïðÿìûõ äóã
11 IF (ÄËÈÍÀ(u) < ÄËÈÍÀ(v) ≤ ÄËÈÍÀ(t) AND f(u, v) < c(u, v))
12 THEN IF ÄËÈÍÀ(v) =∞ % v - íîâàÿ
13 THEN { ÄÎÁÀÂÈÒÜ(Q, v);
14 ÄËÈÍÀ(v) := ÄËÈÍÀ(u) + 1};

% äîáàâèòü (u,v) ê ñåòè AN:
15 AL(u) := AL(u) ∪ {v}; AM(v) := AM(v) ∪ {u};
16 ac(u, v) := c(u, v)− f(u, v)
17 };
18 FOR ALL v ∈M(u) DO % ïîèñê îáðàòíûõ äóã
19 IF (ÄËÈÍÀ(u) < ÄËÈÍÀ(v) ≤ ÄËÈÍÀ(t)) AND f(v, u) > 0)
20 THEN IF ÄËÈÍÀ(v) =∞ % v - íîâàÿ
21 THEN { ÄÎÁÀÂÈÒÜ(Q, v);
22 ÄËÈÍÀ(v) := ÄËÈÍÀ(u) + 1};
23 IF ac(u, v) = 0 % äîáàâèòü (u,v) ê ñåòè AN
24 THEN { AL(u) := AL(u) ∪ {v}; AM(v) := AM(v) ∪ {u} };
25 ac(u, v) := ac(u, v) + f(v, u)
26 } };
27 èñïîëüçóÿ "îáðàòíûé"ïîèñê â øèðèíó îò t, óäàëèòü èç AN(f) âñå âåðøèíû,

èç êîòîðûõ íåò ïóòè â t è èíöèäåíòíûå èì äóãè.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò îñíîâíûå ñâîéñòâà àëãîðèòìà ÏÎÂÑ è ïîëó÷àåìîé â åãî
ðåçóëüòàòå âñïîìîãàòåëüíîé ñåòè.

Òåîðåìà 7.4. à) Åñëè â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà ÏÎÂÑ ÄËÈÍÀ(t) =∞, òî â ñåòè
N íåò óâåëè÷èâàþùåãî ïóòè îò s ê t è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîòîê f ìàêñèìàëüíûé.

á) Åñëè ÄËÈÍÀ(t) = l 6=∞, òî êðàò÷àéøèé óâåëè÷èâàþùèé ïóòü èç s â t â ñåòè N
èìååò äëèíó l. Áîëåå òîãî, ïóòè èç s â t â ñåòè AN âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò
óâåëè÷èâàþùèì ïóòÿì äëèíû l â ñåòè N.

â) Åñëè maxf � âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â N, òî âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî
ïîòîêà â AN(f) ðàâíà maxf − val(f).

ã) Âðåìÿ ðàáîòû ïðîöåäóðû ÏÎÂÑ � O(|E|) ≤ O(n2), ãäå n = |V |.

Ïðèìåð 19. Ïðèìåíèì àëãîðèòì ÏÎÂÑ ê ñåòè N ñ ïîòîêîì f , ïðèâåäåííîé íà ðèñ. 27.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ñåòü AN(f), ïîêàçàííàÿ íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå. Îòìåòèì, ÷òî
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Ðèñ. 29: Âñïîìîãàòåëüíàÿ ñåòü AN(f) äëÿ ñåòè N ñ ïîòîêîì f ñ ðèñ. 27
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âåðøèíà g íå ïîïàëà â ýòó ñåòü, òàê êàê åäèíñòâåííîå, âåäóùåå â íåå ðåáðî (b, g) íàñûùåíî,
ò.å. f(b, g) = c(b, g), è ÄËÈÍÀ(g) =∞ äî êîíöà àëãîðèòìà.

Îïðåäåëåíèå 27. Ïîòîê g â ñåòè AN íàçûâàåòñÿ òóïèêîâûì, åñëè äëÿ íåãî íå ñóùå-
ñòâóåò óâåëè÷èâàþùåãî ïóòè áåç îáðàòíûõ äóã (ïðÿìîãî óâåëè÷èâàþùåãî ïóòè).

Îïðåäåëåíèå 28. Ïîòåíöèàë p(v) âåðøèíû v â ñåòè N - ýòî ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî
ïîòîêà, êîòîðîå ìîæíî ïðîòîëêíóòü ÷åðåç v, ò.å. p(v) = min(

∑
u∈V c(u, v),

∑
u∈V c(v, u))

äëÿ v ∈ V \ {s, t} , p(s) =
∑

u∈V c(s, u), p(t) =
∑

u∈V c(u, t).

ÀËÃÎÐÈÒÌ ÌÀÕÏ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÏÎÒÎÊÀ
Âõîä: ñåòü N = (V,E, s, t, c).
Âûõîä: ìàêñèìàëüíûé ïîòîê f â N.

1 FOR ALL v ∈ V DO f(u, v) := 0; ãîòîâî := "íåò";
2 WHILE ãîòîâî="íåò" DO

% Íîâûé ýòàï:
3 { ÏÎÂÑ; % ïîñòðîèòü âñïîìîãàòåëüíóþ ñåòü AN(f)
4 IF t íåäîñòèæèìà èç s â AN(f)
5 THEN ãîòîâî := "äà" % ìàêñèìàëüíûé ïîòîê ïîñòðîåí
6 ELSE

% Ïîñòðîåíèå òóïèêîâîãî ïîòîêà:
7 { FOR ALL (u, v) ∈ E(f) DO g(u, v) := 0; %èíèöèàë. òóïèêîâîãî
ïîòîêà
8 WHILE p(s) > 0 AND p(t) > 0 DO
9 { íàéòè v ñ ìèíèìàëüíûì ïîòåíöèàëîì p(v) > 0;
10 ÏÐÎÒÎËÊÍÓÒÜ(v, p(v));
11 ÏÐÎÒßÍÓÒÜ(v, p(v))
12 WHILE åñòü v ∈ V (f) \ {s, t}, äëÿ êîòîðîé p(v) = 0
13 DO óäàëèòü v è âñå èíöèäåíòíûå åé äóãè èç AN(f);
14 }

% Äîáàâëåíèå òóïèêîâîãî ïîòîêà:
15 FOR ALL (u, v) ∈ E DO
16 IF (u, v) ∈ E(f) % ïðÿìàÿ äóãà
17 THEN f(u, v) := f(u, v) + g(u, v)
18 ELSE IF (v, u) ∈ E(f) % îáðàòíàÿ äóãà
19 THEN f(u, v) := f(u, v)− g(u, v)
20 } }

PROCEDURE ÏÐÎÒÎËÊÍÓÒÜ(y,h)
óâåëè÷èâàåò ïîòîê g íà h åäèíèö, ïðîòàëêèâàåìûõ îò y ê t

1 ñîçäàòü î÷åðåäü Q;ÄÎÁÀÂÈÒÜ(Q, y);
% òðåá[y] è òðåá[u] � ðàçìåð âûòàëêèâàåìîãî èç y è u ïîòîêà:
2 òðåá[y] := h;
3 FOR ALL u ∈ V (f) \ {y} DO òðåá[u] := 0;
4 WHILE Q 6= ∅ DO
5 { v := ÍÀ×ÀËÎ(Q); ÓÄÀËÈÒÜ(Q, v);
6 FOR ALL v′ ∈ AL(v) and UNTIL òðåá[v] = 0 DO
7 { m := min(ac(v, v′), òðåá[v]);
8 ac(v, v′) := ac(v, v′)−m;
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9 g(v, v′) := g(v, v′) +m;
10 IF òðåá[v′] = 0 THEN ÄÎÁÀÂÈÒÜ(Q, v′) }
11 òðåá[v] := òðåá[v]−m;
12 òðåá[v′] := òðåá[v′] +m;
13 IF ac(v, v′) = 0 THEN E(f) := E(f) \ {(v, v′)};
14 }

PROCEDURE ÏÐÎÒßÍÓÒÜ(y, h)
Ýòà ïðîöåäóðà óâåëè÷èâàåò ïîòîê g íà h åäèíèö, ïðîòÿãèâàåìûõ îò s ê y.
Àëãîðèòì àíàëîãè÷åí ïðîöåäóðå ÏÐÎÒÎËÊÍÓÒÜ.

Ïðèìåð 20. Ïîñòðîèì òóïèêîâûé ïîòîê g äëÿ âñïîìîãàòåëüíîé ñåòè AN(f), ïðèâåäåí-
íîé íà ðèñ. 29. Ìèíèìàëüíûé ïîòåíöèàë, ðàâíûé 1, èìåþò òðè âåðøèíû b, c è f . Âûáðàâ
â êà÷åñòâå v âåðøèíó b, ïîñëå çàâåðøåíèÿ ïðîöåäóð ÏÐÎÒÎËÊÍÓÒÜ(b), ÏÐÎÒßÍÓÒÜ(b),
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Ðèñ. 30: Âñïîìîãàòåëüíàÿ ñåòü AN(f) äëÿ ñåòè N ñ ïîòîêîì f ( ðèñ. 27)

ïîëó÷èì ïîòîê g(s, b) = g(b, f) = g(f, t) = 1. Çàòåì áóäóò óäàëåíû âåðøèíû b è f è èí-
öèäåíòíûå èì äóãè (f, t), (b, t), (a, f) è (s, b). Òîãäà ìèíèìàëüíûé ïîòåíöèàë 1 îñòàíåòñÿ
ó âåðøèíû c. Ïîñëå âûçîâà ïðîöåäóð ÏÐÎÒÎËÊÍÓÒÜ(c), ÏÐÎÒßÍÓÒÜ(c) ïîëó÷èì ïîòîê
g(s, c) = g(c, e) = g(e, t) = 1 è áóäåò óäàëåíà âåðøèíà c ñ äóãàìè (a, c) è (c, e). Ïîñëå ýòîãî
ïîòåíöèàë p(e) = 1 è ïîñëå âûçîâà ïðîöåäóð ÏÐÎÒÎËÊÍÓÒÜ(e), ÏÐÎÒßÍÓÒÜ(e) ïîòîê íà
äóãå (e, t) óâåëè÷èòñÿ íà 1, ÷òî â ðåçóëüòàòå äàñò g(e, t) = 2, g(a, e) = 1, g(s, a) = 1. Ïî-
ñëå óäàëåíèÿ e è äóãè (e, t) îòåíöèàë p(t) = 0 è àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ òóïèêîâîãî ïîòîêà
çàâåðøàåòñÿ. Ðåçóëüòèðóþùèé ïîòîê g ïîêàçàí íà ðèñóíêå 30.

Ëåììà 7.2. Äóãà e ñåòè AN(f) óäàëÿåòñÿ èç E(f) íà íåêîòîðîì øàãå òîëüêî â òîì ñëó-
÷àå, åñëè â AN(f) íåò ïðÿìîãî óâåëè÷èâàþùåãî ïóòè îòíîñèòåëüíî ïîòîêà g, ïðîõîäÿùåãî
÷åðåç e.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê äëÿ ëþáîé äóãè e â íà÷àëå ýòàïà g(e) = 0, à çàòåì óìåíüøåíèå
åå ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè è óâåëè÷åíèå ïîòîêà ïðîèñõîäÿò îäíîâðåìåííî è íà îäíó è òó æå
âåëè÷èíó (ñòð. 8 è 9 ïðîöåäóðû ÏÐÎÒÎËÊÍÓÒÜ), òî â êàæäûé ìîìåíò (ïîñëå ñòð. 9) g(e) +
ac(e) = ac′(e), ãäå ac′(e) � íà÷àëüíàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü äóãè e. Ïîýòîìó, åñëè ýòà äóãà
óäàëÿåòñÿ â ñòð. 12 ïðîöåäóðû ÏÐÎÒÎËÊÍÓÒÜ, òî g(e) = ac′(e) è e íå ìîæåò âõîäèòü â
ïðÿìîé óâåëè÷èâàþùèé ïóòü â AN(f). Åñëè æå e = (u, v) óäàëÿåòñÿ â ñòð. 13 ÌÀÕÏ, òî ëèáî
p(u) = 0, ëèáî p(v) = 0. Â ïåðâîì ñëó÷àå äëÿ âñÿêîé âõîäÿùåé â u äóãè e1 g(e1) = ac′(e1),
à âî âòîðîì äë âñÿêîé âûõîäÿùåé èç v äóãè e2 g(e2) = ac′(e2). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ýòî îçíà÷àåò,
÷òî íåò ïðÿìîãî óâåëè÷èâàþùåãî ïóòè ÷åðåç e.

Ëåììà 7.3. Â êîíöå êàæäîãî ýòàïà g � òóïèêîâûé ïîòîê â AN(f).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåõîä íà íîâûé ýòàï ïðîèñõîäèò, êîãäà â ñòð. 8 ÌÀÕÏ ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî p(s) = 0 èëè p(t) = 0. Â ïåðâîì ñëó÷àå g(e) = ac′(e) äëÿ âñÿêîé äóãè e, âûõîäÿùåé
èç s, âî âòîðîì - òî æå èìååò ìåñòî äëÿ âñÿêîé äóãè e, âõîäÿùåé â t. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî â AN(f) íåò ïðÿìîãî óâåëè÷èâàþùåãî ïóòè.

Ëåììà 7.4. Ðàññòîÿíèå îò s äî t â AN(f + g) íà ïðîèçâîëüíîì ýòàïå ñòðîãî áîëüøå,
÷åì ðàññòîÿíèå îò s äî t â AN(f) íà ïðåäûäóùåì ýòàïå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñïîìîãàòåëüíàÿ ñåòü AN(f + g) ñîâïàäàåò ñî âñïîìîãàòåëüíîé ñåòüþ
ñåòè AN(f) îòíîñèòåëüíî ïîòîêà g (Äîêàçàòü!). Ïî ëåììå 3 ïîòîê g � òóïèêîâûé, ò.å. â
AN(f) íåò ïðÿìûõ óâåëè÷èâàþùèõ ïóòåé îòíîñèòåëüíî g. Ïîýòîìó âñå èìåþùèåñÿ óâåëè÷è-
âàþùèå ïóòè "íåïðÿìûå ò.å. èõ äëèíû áîëüøå, ÷åì ðàññòîÿíèå îò s äî t â AN(f), è ëåììà
ñëåäóåò èç òåîðåìû 4.á.

Òåîðåìà 7.5. Àëãîðèòì ÌÀÕÏ êîððåêòíî ðåøàåò çàäà÷ó î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå äëÿ ñåòè
N = (V,E, s, t, c) çà âðåìÿ O(n3) (n = |V |).

Äîêàçàòåëüñòâî. Àëãîðèòì ÌÀÕÏ çàâåðøàåòñÿ (ñòð. 4,5), êîãäà â ñåòè AN(f) s è t íå
ñâÿçàíû. Íî òîãäà â ýòîé ñåòè ìàêñèìàëüíûé ïîòîê íóëåâîé è ïî òåîðåìå 4.â val(f) = maxf,
ò.å. f � ìàêñèìàëüíûé ïîòîê.

Äëÿ îöåíêè âðåìåíè îòìåòèì, ÷òî ïî ëåììå 4 ÷èñëî ýòàïîâ íå ïðåâîñõîäèò |V |. Íà êàæäîì
ýòàïå ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíîé ñåòè AN(f) àëãîðèòìîì ÏÎÂÑ âûïîëíÿåòñÿ çà O(|V |2)
øàãîâ. Ïîñëå âûïîëíåíèÿ ïðîöåäóð ÏÐÎÒÎËÊÍÓÒÜ è ÏÐÎÒßÍÓÒÜ äëÿ âåðøèíû v åå ïî-
òåíöèàë p(v) ñòàíîâèòñÿ íóëåâûì (ïî÷åìó ?) è îíà óäàëÿåòñÿ èç ñåòè (ñòð. 13). Ïîýòîìó ÷èñëî
âûçîâîâ êàæäîé èç íèõ íà îäíîì ýòàïå < |V |. Îöåíèì òåïåðü îáùåå ÷èñëî îáðàáîòîê äóã íà
êàæäîì ýòàïå. Ïðè êàæäîé òàêîé îáðàáîòêå äóãè (v, v′) â ñòð. 9 ïðîöåäóðû ÏÐÎÒÎËÊÍÓÒÜ
(ÏÐÎÒßÍÓÒÜ) ïîòîê g(v, v′) óâåëè÷èâàåòñÿ. Íàçîâåì òàêîå óâåëè÷åíèå íàñûùàþùèì, åñëè
ïîñëå íåãî ýòîò ïîòîê ðàâåí èñõîäíîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè äóãè, ò.å. g(v, v′) = ac′(v, v′),
à îñòàòî÷íàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ac(v, v′) = 0. ßñíî, ÷òî äëÿ êàæäîé äóãè íàñûùàþùåå
óâåëè÷åíèå ïîòîêà ìîæåò ïðîèçîéòè íå áîëåå îäíîãî ðàçà è, ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ÷èñëî íà-
ñûùàþùèõ óâåëè÷åíèé íå ïðåâîñõîäèò |E|. Â êàæäîì âûçîâå ïðîöåäóð ÏÐÎÒÎËÊÍÓÒÜ è
ÏÐÎÒßÍÓÒÜ ÷èñëî íåíàñûùàþùèõ óâåëè÷åíèé íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà âûáèðàåìûõ èç î÷åðå-
äè Q âåðøèí, ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîé èç íèõ òàêîå óâåëè÷åíèå ìîæåò ïðîèçîéòè ëèøü ïî îäíîé
äóãå. Òàê êàê â ïðîöåäóðå ÏÐÎÒÎËÊÍÓÒÜ (ÏÐÎÒßÍÓÒÜ) êàæäàÿ âåðøèíà ìîæåò ïîïàñòü
â î÷åðåäü Q òîëüêî 1 ðàç, òî ÷èñëî íåíàñûùàþùèõ óâåëè÷åíèé ïðè âûçîâå êàæäîé èç ýòèõ
ïðîöåäóð íå ïðåâîñõîäèò |V |. Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ÷èñëî óâåëè÷åíèé ïîòîêà (â ñòð. 9) íà
îäíîì ýòàïå íå ïðåâîñõîäèò |E| + |V |2 è êàæäûé ýòàï ìîæíî âûïîëíèòü çà âðåìÿ O(|V |2).
Îòñþäà îáùåå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ÌÀÕÏ ìîæíî îöåíèòü êàê O(|V |3).

ÇÀÄÀ×À. Íàïèñàòü àëãîðèòì äëÿ ïðîöåäóðû ÏÐÎÒßÍÓÒÜ.

7.3 Ñåòè ñ åäèíè÷íûìè ïðîïóñêíûìè ñïîñîáíîñòÿìè

Ðàññìîòðèì ðàáîòó àëãîðèòìà ÌÀÕÏ íà ñåòÿõ, â êîòîðûõ ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè âñåõ äóã
ðàâíû 1.

Ëåììà 7.5. Êàæäûé ýòàï àëãîðèòìà ÌÀÕÏ, ïðèìåíåííîãî ê ñåòè N = (V,E, s, t, c), òàêîé
÷òî c(e) = 1 äëÿ ëþáîé äóãè e èç E, ìîæíî âûïîëíèòü çà O(|E|) øàãîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ýòîì ñëó÷àå è âî âñïîìîãàòåëüíîé ñåòè AN(f) íà êàæäîì ýòàïå ïðî-
ïóñêíûå ñïîñîáíîñòè äóã áóäóò ðàâíû 1. Íî òîãäà êàæäà äóãà ìîæåò îáðàáàòûâàòüñÿ â ïðî-
öåäóðàõ ÏÐÎÒÎËÊÍÓÒÜ è ÏÐÎÒßÍÓÒÜ íå áîëåå 1 ðàçà, ïîñëå ÷åãî îíà "íàñûùàåòñÿ"è
óäàëÿåòñÿ èç ñåòè.
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Ëåììà 7.6. Â ñåòè N èç ëåììû 5 ðàññòîÿíèå l ìåæäó s è t íå ìîæåò áûòü áîëüøå,
÷åì 2 ∗ |V |/

√
val(fm) , ãäå fm � ìàêñèìàëüíûé ïîòîê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Vi = {v | ðàññòîÿíèå îò s äî v ðàâíî i}. Ìíîæåñòâî âåðøèí
V Vi = V0∪V1∪...∪Vi çàäàåò ðàçðåç â N ïðè i < l. Òîãäà f(V Vi, V \V Vi) = |{e | e − äóãà èç Vi
â Vi+1}| ≥ val(fm). Íî ÷èñëî äóã èç Vi â Vi+1 íå áîëüøå, ÷åì |Vi| ∗ |Vi+1|. Ïîýòîìó ëèáî
|Vi| ≥

√
val(fm), ëèáî |Vi+1| ≥

√
val(fm). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ êàæäîãî

âòîðîãî óðîâí Vi èìååò ìåñòî |Vi| ≥
√
val(fm) è l ∗

√
val(fm) ≤ 2 ∗ |V |.

Òåîðåìà 7.6. Äëÿ ñåòåé ñ åäèíè÷íûìè ïðîïóñêíûìè ñïîñîáíîñòÿìè äóã âðåìÿ ðàáîòû àëãî-
ðèòìà ÌÀÕÏ íå ïðåâîñõîäèò O(|E| ∗ |V |2/3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ÷èñëî ýòàïîâ s íå ïðåâîñõîäèò |V |2/3.
a) Åñëè val(fm) ≤ |V |2/3, òî ýòàïîâ "ìàëî òàê êàê íà êàæäîì ýòàïå ïîòîê óâåëè÷èâàåòñÿ

ïî êðàéíåé ìåðå íà 1.
á) Åñëè val(fm) > |V |2/3, òî ïóñòü i � òàêîé ýòàï, ïîñëå êîòîðîãî âïåðâûå ïîòîê ïðåâîñõî-

äèò val(fm)−|V |2/3. Ïóñòü g � ýòî ïîòîê â íà÷àëå ýòàïà i. Òàê êàê âåëè÷èíà äîïîëíèòåëüíîãî
ïîòîêà ≤ |V |2/3, òî s − i ≤ |V |2/3. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, i < (ðàññòîÿíèå îò s äî t â ñåòè
AN(g) ) ≤ 2 ∗ |V |/

√
val(fm)− val(g) (ïî ëåììå 6 è òàê êàê âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà

â AN(g) ðàâíà val(fm)− val(g) ïî òåîðåìå 4.â). Íî ïî âûáîðó g èìååì ïåðåä i-ûì ýòàïîì
val(fm)− val(g) ≥ |V |2/3. Îòñþäà i ≤ 2 ∗ |V |2/3 è s ≤ 3 ∗ |V |2/3. Òåïåðü òåîðåìà ñëåäóåò èç
ëåììû 5 è ýòîé îöåíêè ÷èñëà ýòàïîâ.

Îïðåäåëåíèå 29. Ñåòü, ó êîòîðîé ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè âñåõ äóã ðàâíû 1, íàçîâåì ïðî-
ñòîé, åñëè äëÿ ëþáîé âåðøèíû ñåòè ñòåïåíü çàõîäà èëè ñòåïåíü èñõîäà ðàâíû 1 èëè 0.

Ëåììà 7.7. Â ïðîñòîé ñåòè N ðàññòîÿíèå l ìåæäó s è t íå ìîæåò áûòü áîëüøå, ÷åì
|V |/val(fm), ãäå fm � ìàêñèìàëüíûé ïîòîê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì Vi êàê â ëåììå 6. Òàê êàê ÷åðåç êàæäóþ âåðøèíó ìîæåò
ïðîõîäèòü íå áîëåå îäíîé åäèíèöû ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà, à âåñü îí ïðîõîäèò ÷åðåç êàæäîå
Vi, òî val(fm) ≤ |Vi|. Îòñþäà l ∗ val(fm) ≤ |V |.

Òåîðåìà 7.7. Äëÿ ïðîñòûõ ñåòåé âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ÌÀÕÏ íå ïðåâîñõîäèò O(|E|
√
|V |).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ÷èñëî ýòàïîâ s íå ïðåâîñõîäèò
√
|V |.

a) Åñëè val(fm) ≤
√
|V |, òî ýòàïîâ "ìàëî òàê êàê íà êàæäîì ýòàïå ïîòîê óâåëè÷èâàåòñÿ

ïî êðàéíåé ìåðå íà 1.
á) Åñëè val(fm) >

√
|V |, òî ïóñòü i � òàêîé ýòàï, ïîñëå êîòîðîãî âïåðâûå ïîòîê ïðåâîñ-

õîäèò val(fm)−
√
|V |. Ïóñòü g � ïîòîê â íà÷àëå ýòàïà i. Âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà

â AN(g) ≥
√
|V |. Òîãäà ïî ëåììå 7 l ≤

√
|V |. ( Äîêàæèòå, ÷òî AN(f) � ïðîñòàÿ ñåòü è

ëåììà ïðèìåíèìà). Ïîýòîìó i ≤
√
|V | è s− i ≤

√
|V |, ò.å. s = O(

√
|V |).

7.4 Ìàêñèìàëüíûå ïàðîñî÷åòàíèÿ â äâóäîëüíûõ ãðàôàõ

Îïðåäåëåíèå 30. Ïàðîñî÷åòàíèå â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå G = (V,E) � ýòî ïðîèçâîëüíîå
ïîäìíîæåñòâî ðåáåð M òàêîå, ÷òî íèêàêèå äâà ðåáðà èç íåãî íå èìåþò îáùåé âåðøèíû.
Ïàðîñî÷åòàíèå íàèáîëüøåé ìîùíîñòè íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå äâóäîëüíûõ ãðàôîâ, ðàññìîòðåííûõ â çàäà÷å 2.16.

Îïðåäåëåíèå 31. Ãðàô G = (V,E) íàçûâàåòñÿ äâóäîëüíûì, åñëè ìíîæåñòâî åãî âåðøèí
V ìîæíî ðàçáèòü íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà X è Y òàê, ÷òî êàæäîå ðåáðî
e ∈ E èìååò âèä e = (x, y), ãäå x ∈ X, à y ∈ Y.
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Ïóñòü äàí äâóäîëüíûé ãðàô B = (X,Y,E). Îïðåäåëèì ñåòü N(B) = (W,A, s, t, c) :
1) âåðøèíû � W = s, t ∪X ∪ Y ;
2) äóãè � A = {(s, x) | x ∈ X} ∪ {(y, t) | y ∈ Y } ∪ {(x, y) | (x, y) ∈ E};
3) ïðîïóñêíûå ñïîñáíîñòè c(e) = 1 äëÿ âñåõ e ∈ A.

Çàìå÷àíèå. Ïîñòðîåííàÿ ñåòü N(B) - ïðîñòàÿ.

Ëåììà 7.8. Ìîùíîñòü ìàêñèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ â ãðàôå B ðàâíà âåëè÷èíå ìàêñè-
ìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòè N(B).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M � ïàðîñî÷åòàíèå â B. Îïðåäåëèì ïîòîê f â N(B) ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Äëÿ êàæäîé äóãè (u, v) ∈ M ïîëîæèì f(s, u) = 1, f(u, v) = 1, f(v, t) = 1. Òîãäà
f - äîïóñòèìûé ïîòîê è val(f) = |M |.

Ïóñòü òåïåðü f � ìàêñèìàëüíûé ïîòîê â N(B), ïîñòðîåííûé àëãîðèòìîì ÌÀÕÏ. Òîãäà îí
èìååò öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ (0 èëè 1). Ïóñòü M ñîñòîèò èç òàêèõ äóã (u, v), äëÿ êîòîðûõ
f(u, v) = 1. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî M � ïàðîñî÷åòàíèå è ÷òî |M | = val(f).

Òåîðåìà 7.8. Çàäà÷ó î ìàêñèìàëüíîì ïàðîñî÷åòàíèè äëÿ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ ìîæíî ðåøèòü
çà âðåìÿ O(|E| ∗

√
|V |).

Äîêàçàòåëüñòâî. Àëãîðèòì ïîèñêà ìàêñèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì.

1) Ïî ãðàôó B ñòðîèì ñåòü N(B).
2) Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ÌÀÕÏ íàõîäèì ìàêñèìàëüíûé ïîòîê â N(B).
3) Ïî ýòîìó ïîòîêó ñòðîèì ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå â B (ïî ëåììå 8).

Òàê êàê N(B) � ïðîñòàÿ ñåòü, òî âðåìÿ 2-ãî ýòàïà - O(|E|∗
√
|V |). Âðåìÿ 1-ãî ýòàïà � O(|E|),

à âðåìÿ 3-ãî � O(|V |) (ï î ÷ å ì ó ?). Îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà òåîðåìû.

Ïðèìåð 21. Ðàññìîòðèì äâóäîëüíûé ãðàô B = (X,Y,E), â êîòîðîì X = {x1, x2, x3, x4}, Y =
{y1, y2, y3, y4} E = {(x1, y1), (x1, y2), (x2, y4), (x3, y1), (x4, y3), (x4, y4)}. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó
ïðîñòàÿ ñåòü N(B) ïîêàçàíà íà ðèñ. 31.
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Ðèñ. 31: Ñåòü N(B)

Âñïîìîãàòåëüíàÿ ñåòü AN(B)(0) äëÿ ëþáîé ñåòè N(B) îòíîñèòåëüíî íóëåâîãî ïîòîêà ñîâïà-
äàåò ñ ñàìîé N(B) (ïî÷åìó ?). Ïîñòðîèâ òóïèêîâûé ïîòîê g íà AN(B) è äîáàâèâ åãî ê íóëåâîìó
ïîòîêó, ïîëó÷èì íà N(B) ïîòîê f(= g), ïîêàçàííûé íà ðèñ. 32.
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Ðèñ. 32: Ñåòü N(B) ñ òåêóùèì ïîòîêîì f

Ïîñòðîèì òåïåðü âñïîìîãàòåëüíóþ ñåòü AN(B)(f) äëÿ N(B) îòíîñèòåëüíî ïîñòðîåííîãî
ïîòîêà f. Îíà ïîêàçàíà íà ðèñ. 33.

���� ���� ���� ���� ���� ����s tx1x3 y1 y2- - - - -(1) (1) (1) (1) (1)

Ðèñ. 33: Ñåòü AN(B)(f)

Â ýòîé ñåòè ðåáðî (y1, x1) îáðàòíîå, à îñòàëüíûå ïðÿìûå. ßñíî, ÷òî òóïèêîâûé ïîòîê â ýòîé
ñåòè ðàâåí 1 íà âñåõ ðåáðàõ. Ïîñëå åãî äîáàâëåíèÿ ê ïðåäûäóùåìó ïîòîêó ïîëó÷àåì ñåòü N(B)
ñ íîâûì ïîòîêîì f, ïîêàçàííóþ íà ðèñ. 34.
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Ðèñ. 34: Ñåòü N(B) ñ ìàêñèìàëüíûì ïîòîêîì f

Ýòîò ïîòîê, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì (ïîïûòêà ïîñòðîèòü âñïîìîãàòåëüíóþ ñåòü
ïîìåñòèò â íåå ëèøü âåðøèíó s). Åìó ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèåM = {(x1, y2),
(x2, y4), (x3, y1), (x4, y3) â ãðàôå B.

7.4.1 Ïàðîñî÷åòàíèÿ â îáùèõ ãðàôàõ

Â îïðåäåëåíèè 30 ïîíÿòèå ïàðîñî÷åòàíèÿ è ìàêñèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ áûëî îïðåäåëåíî äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G = (V,E). Äëÿ âçâåøåííûõ ãðàôîâ ìàêñèìàëüíûì
íàçûâàåòñÿ ïàðîñî÷åòàíèå íàèáîëüøåãî âåñà. Ñîâåðøåííûì íàçûâàåòñÿ ïàðîñî÷åòàíèå, ðåáðà
êîòîðîãî èíöèäåíòíû âñåì âåðøèíàì ãðàôà. Îíî, íàïðèìåð, âñåãäà ñóùåñòâóåò â ïîëíîì ãðàôå
÷åòíîé ñòåïåíè èëè â ãðàôå-öèêëå ÷åòíîé äëèíû. Äëÿ âçâåøåííûõ ãðàôîâ ìèíèìàëüíîå ñîâåð-
øåííîå ïàðîñî÷åòàíèå � ýòî ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå ìèíèìàëüíîãî âåñà. Äëÿ ïîèñêà ìàê-
ñèìàëüíûõ è ìèíèìàëüíûõ ñîâåðøåííûõ ïàðîñî÷åòàíèé â ïðîèçâîëüíûõ íåîðèåíòèðîâàííûõ
ãðàôàõ èìååòñÿ äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì, ïðåäëîæåííûé Ýäìîíäñîì è Äæîíñîíîì
(ñì. íàïðèìåð, [5], ãëàâà 12, [9], ãëàâà 5, [8], ãëàâà 9). Åãî ñëîæíîñòü íå ïðåâîñõîäèò O(|V |4).

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî òåîðèÿ ïàðîñî÷åòàíèé â äâóäîëüíûõ è ïðîèçâîëüíûõ ãðàôàõ èìååò
ìíîãî âàæíûõ ïðèëîæåíèé â ìàòåìàòèêå, ôèçèêå, õèìèè è äðóãèõ îáëàñòÿõ. Ìíîãèå âîïðîñû
ýòîé òåîðèè è åå ïðèëîæåíèé ðàññìîòðåíû â ìîíîãðàôèè [8].

7.5 Çàäà÷è

Çàäà÷à 7.1. Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà, ïîñòðîèòü ìàêñèìàëüíûé ïîòîê äëÿ
ñåòè N : V = {s, v1, v2, v3, t}, E = {(s, v1, 2), (s, v2, 2), (s, v3, 2), (v1, v2, 1), (v1, t, 1), (v2, v3, 2),
(v2, t, 1), (v3, t, 3)} ( ôîðìàò: (v, u, c(v, u))).

Çàäà÷à 7.2. Ïîñòðîèòü, èñïîëüçóÿ àëãîðèòì ÌÀÕÏ, òóïèêîâûé ïîòîê äëÿ ñëåäóþøåé (âñïî-
ìîãàòåëüíîé) ñåòè ( ôîðìàò: (v, u, c(v, u))) : (s, v1, 7), (s, v2, 6), (s, v3, 5), (v1, v4, 7), (v2, v5, 5),
(v3, v6, 4), (v2, v6, 3), (v4, t, 4), (v5, t, 5), (v1, v5, 1), (v6, t, 7).

Çàäà÷à 7.3. Ïîñòðîèòü, èñïîëüçóÿ àëãîðèòì ÌÀÕÏ, ìàêñèìàëüíûé ïîòîê äëÿ ñëåäóþ-
øåé ñåòè N : V = {s, v1, v2, v3, v4, v5, v6, t}, E = (s, v1, 5), (s, v2, 3), (s, v3, 5), (v1, v4, 7), (v2, v5, 5),
(v3, v6, 4), (v6, v2, 3), (v4, t, 4), (v5, t, 5), (v1, v5, 2), (v6, t, 3). ( ôîðìàò: (v, u, c(v, u))).

Çàäà÷à 7.4. Íàçîâåì çàïàñîì ñâÿçíîñòè íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ðå-
áåð, êîòîðûå íåîáõîäèìî óäàëèòü, ÷òîáû ñäåëàòü åãî íåñâÿçíûì. Íàïðèìåð, äëÿ äåðåâà ýòî
÷èñëî ðàâíî 1, äëÿ ïðîñòîãî öèêëà � 2. ×åìó îíî ðàâíî äëÿ ïîëíîãî n-âåðøèííîãî ãðàôà?
Êàêîâà ñëîæíîñòü "ïåðåáîðíîãî"àëãîðèòìà äëÿ íàõîæäåíèÿ çàïàñà ñâÿçíîñòè? Ïîñòðîéòå
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àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ çàïàñà ñâÿçíîñòè ïî ãðàôó, èñïîëüçóþùèé ñâåäåíèå ýòîé çàäà÷è ê çà-
äà÷å íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà è îöåíèòå åãî ñëîæíîñòü.

Çàäà÷à 7.5. Ïóñòü â ñåòè N = (V,E, s, t) çàäàíû ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè äóã c(e), e ∈ E
è âåðøèí d(v), v ∈ V . Ïîòîê ÷åðåç âåðøèíó v íå äîëæåí ïðåâûøàòü d(v). Ïîêàæèòå, êàê
çàäà÷ó î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå â òàêîé "îáîáùåííîé"ñåòè ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å î ìàêñè-
ìàëüíîì ïîòîêå â "îáû÷íîé"ñåòè. Èñïîëüçóéòå ýòî ñâåäåíèå äëÿ ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è
î âûõîäå.
Èìååòñÿ ãðàô G = (V,E), âåðøèíû êîòîðîãî ðàñïîëîæåíû â âåðøèíàõ ïðÿìîóãîëüíîé ïëîñ-
êîé ðåøåòêè V = {(i, j) |i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n, }. Ðåáðà ãðàôà � ýòî îòðåçêè, ñîåäèíÿþ-
ùèå ñîñåäíèå âåðøèíû, â ÷àñòíîñòè, ó êàæäîé "âíóòðåííåé"âåðøèíû (i, j) èìååòñÿ 4 ñîñåäà
(i− 1, j), (i, j + 1), (i+ 1, j), (i, j − 1), ó 4-õ "óãëîâûõ"âåðøèí � ïî 2, à ó âåðøèí íà
"ãðàíèöàõ "ãðàôà � ïî 3. Ñêàæåì, ÷òî ïîäìíîæåñòâî èç m âåðøèí U ⊆ V èìååò âûõîä , åñëè
ñóùåñòâóåò m íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïóòåé, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû U ñ ãðàíè÷íûìè âåðøèíàìè
ãðàôà G. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì, êîòîðûé ïî G = (V,E) è ïîäìíîæåñòâó U ⊆ V îïðåäåëÿåò
èìååò ëè U âûõîä. Îöåíèòå åãî ñëîæíîñòü.

Çàäà÷à 7.6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâåñòåí ìàêñèìàëüíûé ïîòîê fm â ñåòè N = (V,E, s, t; c)
è ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè âñåõ ðåáåð � öåëûå ÷èñëà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü íåêîòîðîãî ðåáðà (u, v) óâåëè÷èëàñü íà 1:
c′(u, v) = c(u, v) + 1. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì, íàõîäÿùèé ìàêñèìàëüíûé ïîòîê äëÿ èçìåíåí-
íîé ñåòè çà âðåìÿ O(|V | + |E|). Ïðåäëîæèòå òàêæå àëãîðèòì, ðåøàþùèé òó æå çàäà÷ó â
ñëó÷àå óìåíüøåíèÿ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ðåáðà (u, v) íà 1.

Çàäà÷à 7.7. Ïóñòü îáîáùåííàÿ ñåòü - ýòî ñåòü, äëÿ êàæäîé äóãè (u, v) êîòîðîé óêàçàíà
êàê âåðõíÿÿ c(u, v), òàê è íèæíÿÿ b(u, v) ãðàíèöà âåëè÷èíû ïîòîêà. Ïîêàçàòü, ÷òî çàäà÷ó
î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå â îáîáùåííîé ñåòè ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå
â "îáû÷íîé"ñåòè. (Ðàññìîòðèòå ñëó÷àé, êîãäà äëÿ êàæäîé v ñóììà b(u, v) ïî âõîäÿøèì â v
äóãàì ðàâíà ñóììå b(v, w) ïî âûõîäÿùèì èç v äóãàì).

Çàäà÷à 7.8. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîñòîé ñåòè N ñ ïîòîêîì f , èìåþùèì çíà÷åíèÿ 0 èëè 1,
âñïîìîãàòåëüíàÿ ñåòü AN(f) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé.

Çàäà÷à 7.9. Äîêàçàòü, ÷òî äëèíû âñåõ ïóòåé èç s â t âî âñïîìîãàòåëüíîé ñåòè AN(f) îäè-
íàêîâû è ðàâíû äëèíå êðàò÷àéøåãî óâåëè÷èâàþùåãî ïóòè â N ñ ïîòîêîì f.

Çàäà÷à 7.10. Ïî äîãîâîðó ñ ðåñòîðàíîì ïîñòàâùèê äîëæåí îáåñïå÷èâàòü ïîñòàâêó di ñàôå-
òîê â i-ûé äåíü â òå÷åíèå n äíåé. Ñàëôåòêè ìîæíî ïîêóïàòü ïî öåíå a ðóáëåé çà øòóêó èëè
îòäàâàòü â ñòèðêó ñòàðûå ñàëôåòêè. Îáû÷íàÿ ñòèðêà îäíîé ñàëôåòêè ñòîèò b ðóá. è òðå-
áóåò äâóõ äíåé, ýêñïðåññ-ñòèðêà îäíîé ñàëôåòêè îáõîäèòñÿ â c ðóá. è îíè ãîòîâû ÷åðåç îäèí
äåíü. Îïðåäåëèòü îïòèìàëüíóþ ïîëèòèêó ïîñòàâùèêà ïî çàêóïêå è ñòèðêå ñàëôåòîê (ò.å.
ïîëèòèêó, ìèíèìèçèðóþùóþ åãî çàòðàòû). Îöåíèòü ñëîæíîñòü ïîëó÷èâøåãîñÿ àëãîðèòìà.

Çàäà÷à 7.11. Ïðåäëîæèòü àëãîðèòì äëÿ ïîèñêà âåðøèíû ñ ìèíèìàëüíûì ïîòåíöèàëîì â
àëãîðèòìå ÌÀÕÏ (ñòð. 12) è îöåíèòü åãî ñëîæíîñòü.
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Çàäà÷à 7.12. Äîêàçàòü, ÷òî àëãîðèòì ÏÎÂÑ ìîæíî ðåàëèçîâàòü çà âðåìÿ O(|V | + |E|)
(óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ac è af íå ìàññèâû, à ñïèñêè, ñâÿçàííûå ñ äóãà-
ìè ñåòè).

Çàäà÷à 7.13. Ïóñòü äàíà ñåòü N = (V,E, s, t; c), ó êîòîðîé íåêîòîðûå ïðîïóñêíûå ñïîñîáíî-
ñòè äóã ìîãóò áûòü îòðèöàòåëüíû. Ïîñòðîèòü àëãîðèòì, êîòîðûé íàõîäèò ìàêñèìàëüíûé
ïîòîê â ýòîé ñåòè è îöåíèòü åãî ñëîæíîñòü.
Óêàçàíèå. Ðàññìîòðèòå ñåòü N ′ = (V ′, E′, s′, t′; c′):
V ′ = V ∪{s′, t′}; E′ = E∪{(u, v) | (v, u) ∈ E}∪{(s′, v) | v ∈ V }∪{(u, t′) | u ∈ V }∪{(s, t), (t, s)}.
Äëÿ êàæäîãî ðåáðà (u, v) ∈ E ïîëîæèì c′(u, v) = c′(v, u) = (c(u, v) + c(v, u))/2. c′(s′, u) =
max{0, (c(V, u) − c(u, V ))/2} äëÿ êàæäîé u ∈ V è c′(u, t′) = max{0, (c(u, V ) − c(V, u))/2} äëÿ
êàæäîé u ∈ V . Êðîìå òîãî, ïîëîæèì c′(s′, t′) = c′(t′, s′) =∞.
à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â ñåòè N ñóùåñòâóåò ïîòîê, òî â ñåòè N ′ âñå ïðîïóñêíûå ñïî-
ñîáíîñòè íåîòðèöàòåëüíû è â íåé ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé ïîòîê, â êîòîðîì âñå ðåáðà,
âõîäÿùèå â t′ íàñûùåíû.
á) Ïî ëþáîìó ïîòîêó â N ′, â êîòîðîì âñå ðåáðà, âõîäÿùèå â t′ íàñûùåíû, ìîæíî ïîñòðîèòü
ïîòîê â N .

Çàäà÷à 7.14. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì, êîòîðûé ïî ñåòè N è ìàêñèìàëüíîìó ïîòîêó â íåé
fm íàõîäèò òàêîå ðåáðî, óâåëè÷åíèå ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè êîòîðîãî ïðèâîäèò ê óâåëè÷å-
íèþ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà. Îöåíèòå åãî ñëîæíîñòü.

Çàäà÷à 7.15. Íàéòè ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå â äâóäîëüíîì ãðàôå, èñïîëüçóÿ ñâåäåíèå ê
çàäà÷å î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå äëÿ ïðîñòîé ñåòè. G =< {v1, v2, v3, v4}, {u1, u2, u3, u4, u5}, E =
{(v1, u1), (v1, u2), (v2, u2), (v2, u4), (v3, u1), (v3, u2), (v4, u5), (v4, u3), (v4, u4)} >.

Çàäà÷à 7.16. Ïóñòü G = (V,E) � äâóäîëüíûé ãðàô ñ ðàâíîìîùíûìè äîëÿìè, ò.å. V =
X ∪ Y, X ∩ Y = ∅ è |X| = |Y |. Ñîâåðøåííûì ïàðîñî÷åòàíèåì â òàêîì ãðàôå íàçûâàåòñÿ
ïàðîñî÷åòàíèå, â êîòîðîå âõîäÿò âñå âåðøèíû. Äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà âåðøèí U ⊆ V
îïðåäåëèì ìíîæåñòâî ñîñåäíèõ âåðøèí N(U) = {w|∃u ∈ U [(u,w) ∈ E]}. Äîêàæèòå, ÷òî â
G ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî A ⊆ X
âûïîëíåíî |A| ≤ |N(A)| (òåîðåìà Õîëëà).
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8 NP-ïîëíûå çàäà÷è äëÿ ãðàôîâ

8.1 Ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâîäèìîñòü è NP-ïîëíûå çàäà÷è

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ìû ðàññìîòðåëè ìíîãî àëãîðèòìè÷åñêèõ çàäà÷ äëÿ ãðàôîâ è äëÿ
ðåøåíèÿ êàæäîé èç íèõ íàõîäèëñÿ äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì. Ñàìûå ñëîæíûå èç
ýòèõ çàäà÷ � ïîèñê êðàò÷àéøèõ ïóòåé â ïðîèçâîëüíîì ãðàôå è ïîèñê ìàêñèìàëüíîãî ïîòî-
êà â òðàíñïîðòíîé ñåòè � ðåøàëèñü çà âðåìÿ O(n3), ãäå n � ÷èñëî âåðøèí ãðàôà. Îäíàêî
èìååòñÿ ìíîãî âàæíûõ äëÿ ïðèëîæåíèé çàäà÷ íà ãðàôàõ, äëÿ êîòîðûõ íåèçâåñòíû àëãîðèò-
ìû ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè îòíîñèòåëüíî ðàçìåðîâ ðàññìàòðèâàåìûõ ãðàôîâ. Ýòè çàäà÷è
ïðèíàäëåæàò êëàññó òàê íàçûâàåìûõ NP-ïîëíûõ çàäà÷. Äëÿ çàäà÷ ýòîãî êëàññà ïî ìíåíèþ
áîëüøèíñòâà èññëåäîâàòåëåé íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìîâ, ðàáîòàþùèõ â ïîëèíîìèàëüíîå âðå-
ìÿ, õîòÿ ôîðìàëüíî ýòà ãèïîòåçà íå äîêàçàíà è ñ íà÷àëà 70-õ ãîäîâ ÕÕ âåêà ÿâëÿåòñÿ îäíîé
èç ñàìûõ èíòðèãóþùèõ ïðîáëåì èíôîðìàòèêè.

Íàïîìíèì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ NP-ïîëíîòîé. Â êà÷åñòâå àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðî-
áëåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîáëåìû ðàçðåøåíèÿ, ò.å. ïðîáëåìû âõîæäåíèÿ ýëåìåíòà âî ìíîæå-
ñòâî. Ïðîáëåìû ðàçðåøåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïàðû ìíîæåñòâ (D,Y ), ãäå D � ýòî ìíîæåñòâî
èñõîäíûõ äàííûõ, âõîäîâ ïðîáëåìû, ÿâëÿþùèõñÿ, îáû÷íî, ñòðîêàìè â íåêîòîðîì êîíå÷íîì àë-
ôàâèòå, à Y � ýòî ïîäìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ, ðàñïîçíàâàåìûõ, �õîðîøèõ� äàííûõ èç D. Àëãî-
ðèòì (äåòåðìèíèðîâàííûé) êîððåêòíî ðåøàåò òàêóþ ïðîáëåìó, åñëè îí äëÿ êàæäîãî âõîäà èç
Y âûäàåò îòâåò �Äà�, à äëÿ êàæäîãî âõîäà èç D \Y � îòâåò �Íåò�. Íåäåòåðìèíèðîâàííûé àëãî-
ðèòì äëÿ êàæäîãî âõîäà ïîðîæäàåò äåðåâî âû÷èñëåíèé. Îí ðåøàåò ïðîáëåìó, åñëè äëÿ âñÿêîãî
âõîäà èç Y â ýòîì äåðåâå åñòü ïóòü âû÷èñëåíèÿ, ïðèâîäÿùèé ê îòâåòó �Äà� è íè äëÿ êàêîãî
âõîäà èç D\Y òàêîãî ïóòè íåò (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà ëþáîì ïóòè àëãîðèòì ëèáî îñòàíàâëèâà-
åòñÿ ñ îòâåòîì �Äà�, ëèáî âîâñå íå îñòàíàâëèâàåòñÿ). Âðåìåíåì ðàáîòû íåäåòåðìèíèðîâàííîãî
àëãîðèòìà ñ÷èòàåòñÿ ìèíèìàëüíàÿ äëèíà ïóòè, ïðèâîäÿùåãî ê îòâåòó �Äà�.

Â êà÷åñòâå îñíîâíîé ôîðìàëüíîé ìîäåëè àëãîðèòìîâ îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ äåòåðìèíè-
ðîâàííûå è íåäåòåðìèíèðîâàííûå ìàøèíû Òüþðèíãà (ÄÌÒ è ÍÌÒ). Äëÿ ãðàíèöû ñëîæíîñòè
f(n) (n � äëèíà âõîäà) ÷åðåç DTIME(f) (NTIME(f) îáîçíà÷èì êëàññ ïðîáëåì ðàçðåøåíèÿ,
ðåøàåìûõ ÄÒÌ (ÍÒÌ) çà âðåìÿ, îãðàíè÷åííîå ôóíêöèåé f(n), à ÷åðåç SPACE(f) � êëàññ
ïðîáëåì ðåøàåìûõ ÄÒÌ ñ åìêîñòíîé ñëîæíîñòüþ (â ïàìÿòè), îãðàíè÷åííîé ôóíêöèåé f(n).

Ïðîáëåìû ðàçðåøåíèÿ ìû áóäåì êëàññèôèöèðîâàòü ïî ñëîæíîñòè ñ ïîìîùüþ õîðîøî èç-
âåñòíûõ êëàññîâ: P = ∪∞k=1DTIME(nk) � êëàññ ïðîáëåì, ðåøàåìûõ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ
ÄÒÌ, NP = ∪∞k=1NTIME(nk) � êëàññ ïðîáëåì, ðåøàåìûõ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ÍÒÌ,
PSPACE = ∪∞k=1SPACE(nk) � êëàññ ïðîáëåì, ðåøàåìûõ â ïîëèíîìèàëüíîé ïàìÿòè (ïî òåî-
ðåìå Öåéòèíà-Ñýâè÷à îí ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèì íåäåòåðìèíèðîâàííûì êëàññîì). Îòìå-
òèì, ÷òî ýòè êëàññû ïðîáëåì ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñÿò îò âûáîðà ìàøèí Òüþðèíãà â êà÷åñòâå
âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè àëãîðèòìîâ.

Â çàäà÷àõ ðàçðåøåíèÿ, ñâÿçàííûõ ñ ãðàôàìè, íóæíî çàôèêñèðîâàòü íåêîòîðîå ñòàíäàðòíîå
ïðåäñòàâëåíèå ãðàôîâ. Âûáåðåì â êà÷åñòâå òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòðèöó ñìåæíîñòè. Òîãäà
ãðàô G = (V,E) c n âåðøèíàìè è m ≤ n2 ðåáðàìè ìîæíî çàäàòü ñòðîêîé â àëôàâèòå {0, 1}
äëèíû n2. Çàìåòèì, ÷òî ýòîò âûáîð òîæå íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì, òàê êàê âñå ðàññìîòðåííûå
â ðàçäåëå 2 ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàôîâ ìîãóò òðàíñôîðìèðîâàòüñÿ îäíî â äðóãîå çà ïîëèíîìèàëüíîå
îò ðàçìåðà ãðàôà âðåìÿ. Â ÷àñòíîñòè, ìàòðèöà èíöèäåíòíîñòè äëÿG èìååò ðàçìåð nm, à ñïèñêè
ñìåæíîñòè � O((n+m) log n).

Ãîâîðÿò, ÷òî ïðîáëåìà ðàçðåøåíèÿ Π = (D,Y ) ñâîäèòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ê ïðî-
áëåìå Π′ = (D′, Y ′) (îáîçíà÷åíèå: Π ≤p Π′), åñëè ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ ôóíêöèÿ f òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñÿêîãî âõîäà w ∈ D f(w) ∈ D′ è w ∈ Y ⇔ f(w) ∈ Y ′.
Ïðîáëåìû Π1 è Π2 ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòíû (Π1 ≡p Π2), åñëè Π1 ≤p Π2 è Π2 ≤p Π1.
Ïðîáëåìà Π íàçûâàåòñÿ òðóäíîé äëÿ ñëîæíîñòíîãî êëàññà C (èëè C-òðóäíîé), åñëè ê íåé ñâî-
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äèòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ âñÿêàÿ ïðîáëåìà èç êëàññà C. Π ÿâëÿåòñÿ C-ïîëíîé, åñëè îíà
C-òðóäíàÿ è Π ∈ C. Ïåðâûå ïðèìåðû NP -ïîëíûõ ïðîáëåì áûëè ïîñòðîåíû â ðàáîòàõ Ñ.Êóêà
è Ë.Ëåâèíà ([17, 6]. Ð.Êàðï ([20]) ðàñøèðèë ñïèñîê òàêèõ ïðîáëåì, óñòàíîâèâ, â ÷àñòíîñòè,
÷òî NP -ïîëíûìè ÿâëÿþòñÿ òàêèå ïðîáëåìû òåîðèè ãðàôîâ êàê ðàçìåð âåðøèííîãî ïîêðû-
òèÿ è êëèêè, ñóùåñòâîâàíèå ãàìèëüòîíîâà öèêëà, îïðåäåëåíèå õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà ãðàôà.
Ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåðû NP -ïîëíûõ ïðîáëåì, â òîì ÷èñëå è çàäà÷ íà ãðàôàõ, ïðèâåäåíû â
[2].

Â ñëåäóþùåì ïðåäëîæåíèè ìû ñîáðàëè îñíîâíûå ñâîéñòâà ñâîäèìîñòè çà ïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ, êîòîðûå áóäóò äàëåå èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâàNP -ïîëíîòû êîíêðåòíûõ çàäà÷
íà ãðàôàõ. Åãî ñïðàâåäëèâîñòü íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé.

Ëåììà 8.1.
(1) Îòíîøåíèå ≤p ðåôëåêñèâíî è òðàíçèòèâíî, ò.å. ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïî-
ðÿäêà.
(2) Åñëè Π ∈ P è Π′ ≤p Π, òî Π′ ∈ P .
(3) Åñëè Π ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé çàäà÷åé, Π′ ∈ NP è Π ≤p Π′, òî è Π′ ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé
çàäà÷åé.

Äàëåå íåîäíîêðàòíî áóäåò èñïîëüçîâàíà çàäà÷à 3-ÊÍÔ, ó êîòîðîé D � ýòî ìíîæåñòâî áó-
ëåâûõ ôîðìóë â êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå, â êîòîðûõ êàæäàÿ äèçúþíêöèÿ ñîäåðæèò
íå áîëåå òðåõ ëèòåðàëîâ, à Y ñîñòîèò èç âûïîëíèìûõ ôîðìóë òàêîãî âèäà.

Åå NP -ïîëíîòó óñòàíîâèë Ñ. Êóê [17]. Åñòåñòâåííî, NP -ïîëíîé ÿâëÿåòñÿ è áîëåå îáùàÿ
çàäà÷à ÂÛÏ = {Φ | Φ � âûïîëíèìàÿ áóëåâà ôîðìóëà â áàçèñå {¬,∧,∨}}.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî âñåõ âõîäîâ D ÿñíî èç êîíòåêñòà, òî ïðîáëåìó Π = (D,Y )
îáû÷íî àññîöèèðóþò ñî ìíîæåñòâîì åå "ðåøåíèé"Y .

8.2 Ïîëèíîìèàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü âûïîëíèìîñòè 2-ÊÍÔ

Äëÿ èëëþñòðàöèè ïîíÿòèÿ ñâîäèìîñòè çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ äîêàæåì, ÷òî çàäà÷à ðàñ-
ïîçíàâàíèÿ âûïîëíèìîñòè áóëåâûõ ôîðìóë â êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå, â êîòîðûõ
êàæäàÿ äèçúþíêöèÿ ñîäåðæèò íå áîëåå äâóõ ëèòåðàëîâ � 2-ÊÍÔ � ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìè-
àëüíîå âðåìÿ. Äëÿ ýòîãî ñâåäåì åå ê íåêîòîðîé çàäà÷å íà ãðàôàõ, ðàçðåøèìîñòü êîòîðîé çà
ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ ðàçäåëà 5.4.

Ðàññìîòðèì êëàññ îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ G = (V = X ∪ Y,E), ó êîòîðûõ ìíîæåñòâî
âåðøèí V ðàçáèòî íà äâà ðàâíîìîùíûõ çàíóìåðîâàííûõ ïîäìíîæåñòâà X = {x1, . . . , xn} è
Y = {y1, . . . , yn}. Íàçîâåì òàêîé ãðàô êîððåêòíûì, åñëè íè äëÿ êàêîãî i ∈ [1, n] â íåì íåò
öèêëà, âêëþ÷àþùåãî âåðøèíû xi è yi. Ïóñòü ÊÎÐ_ÃÐÀÔ ýòî ìíîæåñòâî âñåõ êîððåêòíûõ
ãðàôîâ.

Ëåììà 8.2.
ÊÎÐ_ÃÐÀÔ ∈ P .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G = (V = X ∪ Y,E). Â ðàçäåëå 5.4 áûë ïîñòðîåí àëãîðèòì ÑÑÊ,
îïðåäåëÿþùèé çà âðåìÿ O(|V | + |E|) âñå ñèëüíî ñâÿçíûå êîìïîíåíòû îðèåíòèðîâàííîãî ãðà-
ôà G. Ïîñëå ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî íè â îäíó èç ïîëó÷åííûõ êîìïîíåíò íå âõîäÿò
îäíîâðåìåííî âåðøèíû xi è yi. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêóþ ïðîâåðêó ìîæíî îñóùåñòâèòü çà âðåìÿ
O(|V |).

Ëåììà 8.3.
2-ÊÍÔ≤p ÊÎÐ_ÃÐÀÔ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Φ = F1 ∧ . . . ∧ Fq � ýòî òàêàÿ ÊÍÔ, â êîòîðîé äëÿ êàæäîãî
i ∈ [1, q] äèçúþíêöèÿ Fi = li1 ∨ li2, ãäå lij (1 ≤ i ≤ q, 1 ≤ j ≤ 2) � ëèòåðàë èç ìíîæåñòâà
{x1,¬x1, . . . , xn,¬xn}. Îïðåäåëèì ïî Φ ãðàô GΦ = (V = X ∪ Y,E) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
X = {x1, x2, . . . , xn}, Y = ¬x1,¬x2, . . . ,¬xn}, E = {(¬li1, li2), (¬li2, li1) | i ∈ [1, q]}.
(Êàê îáû÷íî, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ¬¬l = l äëÿ ëþáîãî ëèòåðàëà l). Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò,
÷òî ãðàô GΦ ñòðîèòñÿ ïî ôîðìóëå Φ çà âðåìÿ O(|Φ|).

Îòìåòèì íåñêîëüêî ñâîéñòâ ãðàôà GΦ.
(1) Åñëè â GΦ åñòü ïóòü èç l1 â l2, òî â íåì åñòü ïóòü èç ¬l2 â ¬l1.
Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ, åñëè â GΦ åñòü ðåáðî (l1, l2), òî â íåì åñòü è ðåáðî (¬l2,¬l1).

Îòñþäà ïîëó÷àåì (1) èíäóêöèåé ïî äëèíå ïóòè èç l1 â l2.
Èç (1) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò ñâîéñòâî

(2) Åñëè âåðøèíû l1 è l2 ëåæàò â îäíîé êîìïîíåíòå ñèëüíîé ñâÿçíîñòè GΦ, òî è ¬l1 è ¬l2
òàêæå ëåæàò â îäíîé êîìïîíåíòå ñèëüíîé ñâÿçíîñòè GΦ.

(3) Åñëè ôîðìóëà Φ èñòèííà íà ïîäñòàíîâêå σ, â GΦ åñòü ïóòü èç l1 â l2 è σ(l1) = 1, òî
è σ(l2) = 1.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè (l1, l2) ∈ E, òî â Φ èìååòñÿ äèçúþíêöèÿ Fi = ¬l1 ∨ l2. Îíà èñòèííà íà
σ òîëüêî ïðè σ(l2) = 1. Îòñþäà ïîëó÷àåì (3) èíäóêöèåé ïî äëèíå ïóòè èç l1 â l2.

Òåïåðü ëåììà ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ:
GΦ ∈ ÊÎÐ_ÃÐÀÔ ⇔ Φ ∈ 2-ÊÍÔ.

⇐ Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàô GΦ = (V = X ∪ Y,E) ∈ ÊÎÐ_ÃÐÀÔ. Ðàññìîòðèì åãî êîí-
äåíñàöèþ (ãðàô êîìïîíåíò) GK = (V K , EK). Ãðàô GK àöèêëè÷åñêèé. Ïîýòîìó åãî âåðøèíû
(êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè G) ìîæíî ðàñïîëîæèòü â îáðàòíîì òîïîëîãè÷åñêîì ïîðÿäêå:
K1,K2, . . . ,Km (ñì. çàäà÷ó 5.9). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðåáðà (Kp,Ks) ∈ EK s < p.
Îïðåäåëèì ïîýòàïíî çíà÷åíèÿ ëèòåðàëîâ èç ôîðìóëû Φ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Íà ïåðâîì ýòàïå âñåì ëèòåðàëàì ñ âåðøèíàìè â K1 ïðèñâîèì çíà÷åíèå 1.
Íà i-ì ýòàïå (1 < i ≤ m) ïðèñâîèì âñåì ëèòåðàëàì èç Ki çíà÷åíèå 0, åñëè â Ki åñòü õîòÿ áû
îäíà âåðøèíà l, äëÿ êîòîðîé ¬l óæå ïðèñâîåíî íåêîòîðîå çíà÷åíèå. Åñëè òàêîé âåðøèíû l â
Ki íåò, òî ïðèñâîèì âñåì ëèòåðàëàì ñ âåðøèíàìè â K1 çíà÷åíèå 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç σ(l) �
çíà÷åíèå ëèòåðàëà l ïîñëå ýòàïà m.

Ïóñòü äëÿ ïåðåìåííîé x ∈ {x1, . . . , xn} ëèòåðàë x ∈ Ki, à ëèòåðàë ¬x ∈ Kj . Òîãäà ïðè i < j
σ(x) = 1, σ(¬x) = 0, à ïðè i > j σ(x) = 0, σ(¬x) = 1.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû ïðè i < j çíà÷åíèå σ(x) = 0, òî â êîìïîíåíòå Ki íàøåëñÿ áû
ëèòåðàë l òàêîé, ÷òî ¬l áûë îïðåäåëåí ðàíüøå, ò.å. ¬l ∈ Kr è r < i. Íî òîãäà ïî ñâîéñòâó (2)
è ¬x ∈ Kr, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ i < j. Àíàëîãè÷íî, ïðè i > j çíà÷åíèå σ(¬x) íå ìîæåò
áûòü ðàâíî 0. Òàêèì îáðàçîì, σ çàäàåò êîððåêòíîå ïðèñâàèâàíèå çíà÷åíèé ëèòåðàëàì èç Φ.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ êàæäîé äèçúþíêöèè Fi = li1 ∨ li2, (1 ≤ i ≤ m) σ(li1) = 1 èëè
σ(li2) = 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî σ(li1) = σ(li2) = 0. Ïóñòü li1 ∈ Kp, li2 ∈ Kr. Òàê êàê σ(li1) = 0, òî
¬li1 ∈ Ks äëÿ íåêîòîðîãî s < p. Àíàëîãè÷íî, ¬li2 ∈ Kt äëÿ íåêîòîðîãî t < r. Ïîñêîëüêó
èìååòñÿ ðåáðî (¬li1, li2), òî r < s, à èç-çà ðåáðà (¬li2, li1) p < t. Íî ýòà ñèñòåìà íåðàâåíñòâ
ïðîòèâîðå÷èâà: s < p < t < r < s. Ñëåäîâàòåëüíî, è íàøå èñõîäíîå ïðåäïîëîæåíèå î ëîæíîñòè
Fi íà σ íåâåðíî.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè GΦ ∈ ÊÎÐ_ÃÐÀÔ, òî ôîðìóëà Φ âûïîëíèìà.
⇐ Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôîðìóëà Φ âûïîëíèìà íà êîððåêòíîé ïîäñòàíîâêå σ : {x1, . . . , xn} →

{0, 1}. Åñëè GΦ /∈ ÊÎÐ_ÃÐÀÔ, òî â GΦ èìååòñÿ öèêë, ñîäåðæàùèé íåêîòîðóþ ïåðåìåííóþ xi
è åå îòðèöàíèå ¬xi. Òàê êàê îäíî èç çíà÷åíèé σ(xi) èëè σ(¬xi) ðàâíî 1, òî ïî ñâîéñòâó (3) è
äðóãîå òàêæå äîëæíî áûòü ðàâíî 1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó σ.
�

Èç ëåìì 8.2 è 8.3 ïî ïóíêòó 2 ëåììû 8.1 ñëåäóåò
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Òåîðåìà 8.1. 2-ÊÍÔ ∈ P.

Áîëåå òîãî, èç äîêàçàòåëüñòâ ëåìì 8.2 è 8.3 ìîæíî èçâëå÷ü ñëåäóþùèé àëãîðèòì äëÿ ïðî-
âåðêè âûïîëíèìîñòè 2-ÊÍÔ.

Àëãîðèòì 2-ÊÍÔ-ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ:

Âõîä: 2-ÊÍÔ Φ ñ ïåðåìåííûìè x1, . . . , xn.

1. Ïî Φ ïîñòðîèòü ãðàô GΦ êàê â ëåììå 8.2;
2. Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ÑÑÊ ïîñòðîèòü êîíäåíñàöèþ (ãðàô êîìïîíåíò)

GK
Φ = (V K , EK) ãðàôà GΦ;

3. IF ñóùåñòâóåò i ∈ [1, n] òàêîå, ÷òî ëèòåðàëû xi è ¬xi íàõîäÿòñÿ â îäíîé êîìïîíåíòå
4. THEN Return ("íå âûïîëíèìà")
5. ELSE
6. {Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì ÏÎÃ+ïîñò ðàñïîëîæèòü âåðøèíû V K

â îáðàòíîì òîïîëîãè÷åñêîì ïîðÿäêå: K1,K2, . . . ,Km ;
7. FOR EACH l ∈ K1 DO σ(l) := 1;
8. FOR i = 2 TO m DO
9. IF â Ki åñòü ëèòåðàë l, äëÿ êîòîðîãî σ(¬l) óæå îïðåäåëåíî
10. THEN FOR EACH l ∈ Ki DO σ(l) := 0
11. ELSE FOR EACH l ∈ Ki DO σ(l) := 1
12. };
13. Return σ.

Òåîðåìà 8.2. Àëãîðèòì 2-ÊÍÔ-ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ ïî ïðîèçâîëüíîé âûïîëíèìîé 2-
ÊÍÔ Φ âîçâðàùàåò ïîäñòàíîâêó σ, íà êîòîðîé Φ èñòèííà, à åñëè Φ òîæäåñòâåííî ëîæíà,
òî âîçâðàùàåòñÿ îòâåò "íå âûïîëíèìà". Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà � O(|Φ|).

Äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè àëãîðèòìà 2-ÊÍÔ-ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ ñîäåðæèòñÿ â
ëåììàõ 8.2 è 8.3. Îöåíêà âðåìåíè ñëåäóåò èç ëèíåéíîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ ÏÎÃ+ïîñò è
ÑÑÊ, à òàêæå ñâÿçàííûõ ñ íèìè àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ êîíäåíñàöèè ãðàôà (ñì. çàäà÷ó 5.12)
è òîïîëîãè÷åñêîé ñîðòèðîâêè (ñì. çàäà÷ó 5.9).

8.3 Êëèêà, íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî, âåðøèííîå ïîêðûòèå

Îïðåäåëåíèå 32. k-êëèêîé â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå G = (V,E) íàçûâàåòñÿ ïîëíûé k-
âåðøèííûé ïîäãðàô G.

Ïóñòü ÊËÈÊÀ ={(G, k)| â ãðàôå G èìååòñÿ k − êëèêà }.

Òåîðåìà 8.3. Çàäà÷à ÊËÈÊÀ ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåäåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì, êîòîðûé "óãàäûâàåò"ïðîèçâîëüíûå k
âåðøèí V , à çàòåì äåòåðìèíèðîâàííî ïðîâåðÿåò îáðàçóþò ëè îíè k-êëèêó, î÷åâèäíî, ðàáîòàåò
â ïîëèíîìèàëüíîå îò ðàçìåðà V âðåìÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ÊËÈÊÀ∈ NP .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà NP -òðóäíîñòè ïîêàæåì, ÷òî 3-ÊÍÔ ≤p ÊËÈÊÀ. Ïóñòü Φ = F1∧. . .∧Fq

� ýòî òàêàÿ ÊÍÔ, â êîòîðîé äëÿ êàæäîãî i ∈ [1, q] äèçúþíêöèÿ Fi = li1 ∨ li2 ∨ li3, ãäå lij (1 ≤
i ≤ q, 1 ≤ j ≤ 3) � ëèòåðàë èç ìíîæåñòâà {x1,¬x1, . . . , xn,¬xn}.

Îïðåäåëèì ïî Φ ãðàô G = (V,E) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäîé äèçúþíêöèè Fi ñîïîñòà-
âèì òðè âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå âõîäÿùèì â íåå ëèòåðàëàì, è ñîåäèíèì ðåáðàìè âñå ïàðû
âåðøèí, ñîîòâåòñòâóþùèå íåïðîòèâîïîëîæíûì ëèòåðàëàì èç ðàçíûõ äèçúþíêöèé. Áîëåå ôîð-
ìàëüíî, ïóñòü V = {(i, j)| 1 ≤ i ≤ q, 1 ≤ j ≤ 3} è E = {((i, j), (k, l)) | i 6= k, lij 6= ¬lk,l}. Èç ýòîãî
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îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî |V | ≤ |Φ| è |E| ≤ |Φ|2 è G ìîæíî ïîñòðîèòü ïî Φ çà ïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ. Òåïåðü òåîðåìà ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ:

(G, q) ∈ ÊËÈÊÀ ⇔ Φ ∈ 3-ÊÍÔ.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî â G èìååòñÿ q-êëèêà G′ = (V ′, E′). Òîãäà äëÿ êàæäîãî

i ∈ [1, q] èìååòñÿ ðîâíî îäíà âåðøèíà âèäà (i, ji), âõîäÿùàÿ â V ′. Îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ σ(xk)
äëÿ ïåðåìåííûõ èç Φ ñëåäóþùèì îáðàçîì: σ(xk) = 1⇔ ñóùåñòâóåò âåðøèíà (i, j) ∈ V ′ òàêàÿ,
÷òî lij = xk, èíà÷å σ(xk) = 0. Çàìåòèì, ÷òî ïîäñòàíîâêà σ îïðåäåëåíà êîððåêòíî, òàê êàê â V ′

íå ìîãóò îäíîâðåìåííî âõîäèòü âåðøèíû (i, j) è (s, l), äëÿ êîòîðûõ lij = xk, à lsl = ¬xk, òàê
êàê òàêèå âåðøèíû ìåæäó ñîáîé íå ñîåäèíåíû â G′. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî çíà÷åíèå σ(Φ) = 1,
òàê êàê â êàæäóþ äèçúþíêöèþ Fi âõîäèò ëèòåðàë liji , äëÿ êîòîðîãî σ(liji) = 1.

Îáðàòíî, åñëè σ(Φ) = 1 äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà çíà÷åíèé áóëåâûõ ïåðåìåííûõ σ, òî â êàæäîé
äèçúþíêöèè Fi èìååòñÿ ëèòåðàë liji , äëÿ êîòîðîãî σ(liji) = 1. Âåðøèíû G, ñîîòâåòñòâóþùèå
ýòèì ëèòåðàëàì è îáðàçóþò q-êëèêó â G.�

Ñ çàäà÷åé ÊËÈÊÀ òåñíî ñâÿçàíû åùå äâå èçâåñòíûå çàäà÷è òåîðèè ãðàôîâ.

Îïðåäåëåíèå 33. Íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå G = (V,E) íà-
çûâàåòñÿ òàêîå ïîäìíîæåñòâî âåðøèí V ′ ⊆ V , ÷òî äëÿ ëþáûõ u, v ∈ V ′ ðåáðî (u, v) íå
ïðèíàäëåæèò E.

Ìàêñèìàëüíàÿ ìîùíîñòü íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì íåçàâè-
ñèìîñòè G è îáîçíà÷àåòñÿ êàê α(G).

Çàäà÷à ÍÅÇÀÂÈÑÈÌÎÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïî ãðàôó G = (V,E) è
íàòóðàëüíîìó ÷èñëó k ≤ |V | îïðåäåëèòü, èìååòñÿ ëè â G íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ìîùíîñòè
≥ k.

Îïðåäåëåíèå 34. Âåðøèííûì ïîêðûòèåì â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå G = (V,E) íàçûâà-
åòñÿ òàêîå ïîäìíîæåñòâî âåðøèí V ′ ⊆ V , ÷òî äëÿ ëþáîãî ðåáðà (u, v) ∈ E õîòÿ áû îäíà èç
âåðøèí u èëè v ïðèíàäëåæèò V ′.

Çàäà÷à ÂÅÐØÈÍÍÎÅ ÏÎÊÐÛÒÈÅ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïî ãðàôó G = (V,E) è íàòó-
ðàëüíîìó ÷èñëó k ≤ |V | îïðåäåëèòü, èìååòñÿ ëè â G âåðøèííîå ïîêðûòèå ìîùíîñòè íå áîëåå
k.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó óêàçàííûìè òðåìÿ çàäà÷àìè.

Ëåììà 8.4. Äëÿ ëþáîãî íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G = (V,E) è ïîäìíîæåñòâà âåðøèí V ′ ⊆
V ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:
(à) V ′ ÿâëÿåòñÿ êëèêîé â G;
(á) V ′ ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì â äîïîëíåíèè Ḡ ãðàôà G, ãäå Ḡ = (V, Ē), Ē =
{(u, v)|u, v ∈ V, (u, v) /∈ E}.
(â) V \ V ′ ÿâëÿåòñÿ âåðøèííûì ïîêðûòèåì â Ḡ.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ (ñì. çàäà÷ó 8.1)

Ïðèìåð 22. Ïðîèëëþñòðèðóåì ëåììó 8.4 íà âçàèìíî äîïîëíèòåëüíûõ ãðàôàõ G è Ḡ, ïðè-
âåäåííûõ íà ðèñ. 35.

Â ãðàôå G èìååòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ 4-êëèêà V ′ = {a, b, d, e}. Ýòî æå ìíîæåñòâî âåðøèí
ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì â ãðàôå Ḡ. Â ýòîì æå ãðàôå âåðøèíû
V \ V ′ = {c, f} îáðàçóþò ìèíèìàëüíîå âåðøèííîå ïîêðûòèå. Â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè: â Ḡ
èìååòñÿ äâå 3-êëèêè V1 = {a, c, f} è V2 = {d, c, f}. Êàæäîå èç ýòèõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ
ìàêñèìàëüíûì íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì â ãðàôå G, à èõ äîïîëíåíèÿ V \ V1 = {b, d, e} è
V \ V2 = {a, b, e} ÿâëÿþòñÿ âåðøèííûìè ïîêðûòèÿìè â G.
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Ðèñ. 35: Ãðàôû G è Ḡ

Èç ëåììû 8.4 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî
(G, k) ∈ ÊËÈÊÀ⇔ (Ḡ, k) ∈ ÍÅÇÀÂÈÑÈÌÎÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ⇔ (Ḡ, |V |−k) ∈ ÂÅÐØÈÍÍÎÅ
ÏÎÊÐÛÒÈÅ.
Ïîñêîëüêó ãðàô Ḡ ñòðîèòñÿ ïî G çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, òî ýòè òðè çàäà÷è ïîëèíîìèàëüíî
ýêâèâàëåíòíû. Òãäà èç òåîðåìû 8.3 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 8.3.1. Çàäà÷è ÍÅÇÀÂÈÑÈÌÎÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ è ÂÅÐØÈÍÍÎÅ ÏÎÊÐÛÒÈÅ
ÿâëÿþòñÿ NP -ïîëíûìè.

Â ïðèëîæåíèÿõ ýòè çàäà÷è ÷àùå âñåãî ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê çàäà÷è íà ïîèñê ìàêñèìàëü-
íîé êëèêè, ìàêñèìàëüíîãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà èëè ìèíèìàëüíîãî âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ.
Íàïðèìåð, â ñîöèîëîãèè â ãðàôå, ïðåäñòàâëÿþùåì îòíîøåíèå âçàèìíîãî äîâåðèÿ â ãðóïïå
ëþäåé, ÷àñòî òðåáóåòñÿ âûäåëèòü ìàêñèìàëüíóþ ïîäãðóïïó âçàèìíî äîâåðÿþùèõ äðóã äðóãó
ëþäåé. Â ãðàôå, âåðøèíû êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿþò ìåñòà âîçìîæíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ìàãàçèíîâ
íåêîòîðîé òîðãîâîé ñåòè, à ðåáðà ñîåäèíÿþò ïàðû ìåñò, â êîòîðûõ ìàãàçèíû áóäóò èçëèøíå
êîíêóðèðîâàòü, ìàêñèìàëüíîå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî îïðåäåëÿåò âîçìîæíîå ðàçìåùåíèå íàè-
áîëüøåãî ÷èñëà âçàèìíî íå êîíêóðèðóþùèõ ìàãàçèíîâ. Íà ãðàôå, ïðåäñòàâëÿþùåì ñåòü äîðîã,
ìèíèìàëüíîå âåðøèííîå ïîêðûòèå îïðåäåëÿåò îïòèìàëüíîå ðàñïîëîæåíèå äîðîæíûõ ñëóæá,
ïîçâîëÿþùåå êîíòðîëèðîâàòü âñå äîðîãè ñåòè.

Èìåÿ àëãîðèòìû äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ ðàçðåøåíèÿ, ìîæíî ñ ïîìîùüþ î÷åâèäíîé
äèõîòîìèè ïîëó÷èòü àëãîðèòìû, îïðåäåëÿþùèå ðàçìåð ìàêñèìàëüíîé êëèêè, ìàêñèìàëüíî-
ãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà èëè ìèíèìàëüíîãî âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ, âðåìÿ ðàáîòû êîòîðûõ
ïðåâîñõîäèò âðåìÿ ðàñïîçíàþùèõ àëãîðèòìîâ íå áîëåå ÷åì â O(log(|V |) ðàç.

Ñ èõ ïîìîùüþ ìîæíî ýôôåêòèâíî íàõîäèòü è ñàìè ýòè ìíîæåñòâà âåðøèí. Äåéñòâèòåëüíî,
ïóñòü àëãîðèòì Ðàçìåð-ìàêñ-êëèêè(G) âîçâðàùàåò ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð êëèêè â ãðàôå G ñ
n âåðøèíàìè çà âðåìÿ tmax(n). Òîãäà ïîèñê ìàêñèìàëüíîé êëèêè ìîæíî ïðîâåñòè ñ ïîìîùüþ
ñëåäóþùåãî àëãîðèòìà ÌÀÊÑ_ÊËÈÊÀ.

1. K:= Ðàçìåð-ìàêñ-êëèêè(G); CL := ∅;
2. Óäàëèòü èç G âñå âåðøèíû ñòåïåíè ìåíüøå K è èíöèäåíòíûå èì ðåáðà;

Ïóñòü F = ({u1, . . . , ur}, EF ) � ýòî ïîëó÷èâøèéñÿ ãðàô ñ âåðøèíàìè ñòåïåíè ≥ K;
3. i := 0;
4. WHILE |CL| < K DO
5. { WHILE Ðàçìåð-ìàêñ-êëèêè(F) =K DO
6. {i := i+ 1; v := ui;
7. IF v ∈ VF \ CL THEN
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8. Óäàëèòü èç F âåðøèíó v è âñå èíöèäåíòíûå åé ðåáðà
9. };

// v âõîäèò â ìàêñèìàëüíóþ êëèêó:
10. CL := CL ∪ {v};

// âîçâðàùàåì v â F è îñòàâëÿåì ëèøü ñâÿçàííûå ñ íåé âåðøèíû:
11. VF := CL ∪ {w | (v, w) ∈ EF };
12. EF := {(u,w) | u,w ∈ VF , (u,w) ∈ EF };
13. F := (VF , EF )
14. };
15. Return CL.

Òåîðåìà 8.4. ÀëãîðèòìÌÀÊÑ_ÊËÈÊÀ âû÷èñëÿåò â ïåðåìåííîé CL ìàêñèìàëüíóþ êëè-
êó ãðàôà G ñ n âåðøèíàìè çà âðåìÿ O(ntmax(n)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîððåêòíîñòè çàìåòèì ÷òî, íè îäíà âåðøèíà ñòåïåíè
ìåíüøå K íå âõîäèò â ìàêñèìàëüíóþ êëèêó. Ïîýòîìó ïîñëå óäàëåíèÿ òàêèõ âåðøèí â ñòð. 2
ãðàô F ñîäåðæèò òó æå ìàêñèìàëüíóþ êëèêó, ÷òî è ãðàôG. Äàëåå â öèêëå â ñòð. 5-9 âûÿâëÿåòñÿ
âåðøèíà v, óäàëåíèå êîòîðîé èç F ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ðàçìåðà ìàêñèìàëüíîé êëèêè.
Òîãäà ýòà âåðøèíà ïðèíàäëåæèò ìàêñèìàëüíîé êëèêå è ñâÿçàíà ñ âåðøèíàìè, ïîïàâøèìè â CL
ðàíüøå. Ïîýòîìó ïîñëå åå âîçâðàùåíèÿ â F è óäàëåíèÿ èç F âñåõ, íå ñâÿçàííûõ ñ v âåðøèí â ñòð.
11-13, ãðàô F ñíîâà ñîäåðæèò òó æå ìàêñèìàëüíóþ êëèêó ðàçìåðà K, ÷òî è ãðàô G. Êàæäîå
èñïîëíåíèå öèêëà â ñòð. 5-9 ïðèâîäèò ê äîáàâëåíèþ îäíîé âåðøèíû â CL. Âñåãî òàêèõ âûçîâîâ
áóäåò K, ïîñëå ÷åãî àëãîðèòì çàâåðøèò ðàáîòó, âûäàâ êëèêó CL ìàêñèìàëüíîãî ðàçìåðà K.

Äëÿ îöåíêè âðåìåíè îòìåòèì, ÷òî àëãîðèòì Ðàçìåð-ìàêñ-êëèêè(F) âûçûâàåòñÿ â ñòð. 5 íå
áîëåå r ≤ n ðàç, êàæäàÿ èç âåðøèí G îáðàáàòûâàåòñÿ â öèêëå â ñòð. 5-9 íå áîëåå îäíîãî ðàçà
è îïåðàòîðû â ñòð. 10-14 âûïîëíÿþòñÿ íå áîëåå K ≤ n ðàç. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âðåìÿ ïîèñêà
ìàêñèìàëüíîé êëèêè íå áîëåå O(ntmax(n)).�

Òàêèì îáðàçîì, åñëè áû íàøåëñÿ àëãîðèòì ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè, ðåøàþùèé çàäà÷ó
ÊËÈÊÀ, òî è ïîèñê ìàêñèìàëüíîé êëèêè ìîæíî áûëî áû îñóùåñòâèòü çà ïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ. Íî ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî àëãîðèòìà ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìàëîâåðîÿòíûì.

8.4 Ãàìèëüòîíîâ öèêë

Â 1859 ã. Ó. Ãàìèëüòîí ïðèäóìàë èãðó ¾Êðóãîñâåòíîå ïóòåøåñòâèå¿, ñîñòîÿùóþ â îòûñêàíèè
òàêîãî ïóòè, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç âñå âåðøèíû (ãîðîäà, ïóíêòû íàçíà÷åíèÿ) ãðàôà äîäåêàýäðà,
èçîáðàæåííîãî íèæå íà ðèñ. 36. Òðåáîâàëîñü îäíîêðàòíî ïîñåòèòü êàæäóþ âåðøèíó è âîçâðà-
òèòüñÿ â èñõîäíóþ. Ïóòè, îáëàäàþùèå òàêèì ñâîéñòâîì, íàçûâàþòñÿ ãàìèëüòîíîâûìè öèêëàìè.
Íóìåðàöèÿ âåðøèí çàäàåò òàêîé öèêë íà ðèñ. 36: 1→ 2→ 3→ . . .→ 20→ 1.

Îïðåäåëåíèå 35. Ãàìèëüòîíîâ öèêë â (íå)îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå G � ýòî öèêë, ïðîõî-
äÿùèé ÷åðåç êàæäóþ âåðøèíó G ïî îäíîìó ðàçó. Ãàìèëüòîíîâ ïóòü â (íå)îðèåíòèðîâàííîì
ãðàôå G ìåæäó âåðøèíàìè w è v � ýòî ïóòü, íà÷èíàþùèéñÿ â w, çàêàí÷èâàþùèéñÿ â v,
êîòîðûé ïðîõîäèò ÷åðåç êàæäóþ âåðøèíó G ïî îäíîìó ðàçó.

Íàñ èíòåðåñóåò, êàê ïî ãðàôó îïðåäåëèòü, èìååòñÿ ëè â íåì ãàìèëüòîíîâ öèêë. Ïóñòü
ÃÀÌ_ÖÈÊË={G | G � íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô, â êîòîðîì åñòü ãàìèëüòîíîâ öèêë},
ÎÐ_ÃÀÌ_ÖÈÊË={G | G � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, â êîòîðîì åñòü ãàìèëüòîíîâ öèêë},

Òåîðåìà 8.5. Çàäà÷à ÎÐ_ÃÀÌ_ÖÈÊË ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àëãîðèòì, êîòîðûé âíà÷àëå íåäåòåðìèíèðîâàííî óãàäûâàåò ïåðåñòàíîâêó
âåðøèí ãðàôà G, à çàòåì äåòåðìèíèðîâàííî ïðîâåðÿåò, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòà ïåðåñòàíîâêà öèêëîì
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Ðèñ. 36: Ãðàô äîäåêàýäðà è åãî ãàìèëüòîíîâ öèêë

â G, ðåøàåò çàäà÷ó çà íåäåòåðìèíèðîâàííîå ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à
ÎÐ_ÃÀÌ_ÖÈÊË ∈ NP .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íèæíåé îöåíêè ïîêàæåì, ÷òî
ÂÅÐØÈÍÍÎÅ ÏÎÊÐÛÒÈÅ ≤p ÎÐ_ÃÀÌ_ÖÈÊË.

Ïóñòü G = (V,E) � íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô è k ≤ |V | � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Îïðåäåëèì
ïî íèì îðèåíòèðîâàííûé ãðàô GD = (VD, ED) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü V = {v1, . . . , vn}.
Ðåáðî èç E ñ êîíöàìè vi è vj áóäåì îáîçíà÷àòü êàê ei,j . Äëÿ êàæäîé âåðøèíû vi óïîðÿäî÷èì
èíöèäåíòíûå ýòîé âåðøèíå ðåáðà: ei,j1 , . . . , ei,jr(i) , ãäå r(i) � ýòî ñòåïåíü vi. Ìíîæåñòâî âåð-
øèí îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà îïðåäåëèì êàê VD = {a1, . . . , ak} ∪ {[v, e, b] | v ∈ V, e ∈ E, b ∈
{0, 1}, e èíöèäåíòíî v}.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó ðåáðó e = ei,j(= ej,i) ãðàôà G â GD ñîîòâåòñòâóþò 4 âåðøèíû:
A = [vi, ei,j , 0], B = [vi, ei,j , 1], C = [vj , ei,j , 0], D = [vj , ei,j , 1]. Ìåæäó íèìè èìåþòñÿ ñëåäóþùèå
ðåáðà: (A,C), (C,A), (B,D), (D,B), (A,B), (C,D). Êðîìå òîãî, åñëè j = j1, òî â âåðøèíó A
âåäóò ðåáðà èç âñåõ âåðøèí al, 1 ≤ l ≤ k, à åñëè j = jm,m > 1, òî â â âåðøèíó A âõîäèò ðåáðî
èç âåðøèíû [vi, ei,jm−1 , 1]. Èç âåðøèíû [vi, ei,jr(i) , 1] èäóò ðåáðà âî âñå âåðøèíû al, 1 ≤ l ≤ k.
Èíà÷å ãîâîðÿ, GD ñîäåðæèò k âåðøèí {a1, . . . , ak} è äëÿ êàæäîé âåðøèíû vi ∈ V âêëþ÷àåò öåïü
èç 2r(i) âåðøèí, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåáðàì èíöèäåíòíûì vi: [vi, ei,j1 , 0] → [vi, ei,j1 , 1] → . . . →
[vi, ei,jm , 0] → [vi, ei,jm , 1] → . . . → [vi, ei,jr(i) , 0] → [vi, ei,jr(i) , 1]. Â ïåðâóþ âåðøèíó ýòîé öåïè
âåäóò ðåáðà èç âñåõ as, 1 ≤ s ≤ k, à èç ïîñëåäíåé � [vi, ei,jr(i) , 1] ðåáðà âåäóò âî âñå as, 1 ≤ s ≤ k.
Êðîìå òîãî, ïîïàðíî ñîåäèíåíû âåðøèíû èç ðàçíûõ öåïåé, ñ îäèíàêîâîé âòîðîé è òðåòüåé
êîìïîíåíòàìè.

Ïîêàæåì, ÷òî â G èìååòñÿ âåðøèííîå ïîêðûòèå èç k âåðøèí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
â GD èìååòñÿ ãàìèëüòîíîâ öèêë.
⇒ Ïóñòü â G èìååòñÿ âåðøèííîå ïîêðûòèå V ′ èç k âåðøèí. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè,

áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî V ′ = {v1, . . . , vk}. Îïðåäåëèì âíà÷àëå â GD öèêë p, ïðîõîäÿùèé ïî îäíîìó
ðàçó ÷åðåç âñå âåðøèíû ai(1 ≤ i ≤ k) è âñå âåðøèíû â öåïÿõ ñîîòâåòñòâóþùèõ {v1, . . . , vk}:
p = a1 → [v1, e1,j1 , 0] → [v1, ei,j1 , 1] . . . → [v1, e1,jr(1) , 0] → [v1, e1,jr(1) , 1] → a2 → . . . → ak →
[vk, ek,j′1 , 0] → [vk, ek,j′1 , 1] → . . . → [vk, ek,j′

r(k)
, 0] → [vk, ek,j′

r(k)
, 1] → a1. Ýòîò öèêë èç êàæäîé

âåðøèíû ai(1 ≤ i ≤ k) èäåò â ïåðâóþ âåðøèíó öåïè, ñîîòâåòñòâóþùåé vi, ïðîõîäèò ïî ýòîé
öåïè è èç åå ïîñëåäíåé âåðøèíû ïåðåõîäèò â âåðøèíó ai+1 mod k. Ïîêàæåì, êàê âêëþ÷èòü â
ýòîò öèêë îñòàëüíûå âåðøèíû èç VD. Ïóñòü vj /∈ V ′ è [vj , e, 0], [vj , e, 1] � äâå âåðøèíû öåïè,
ñîîòâåòñòâóþùåé vj â GD. Ïóñòü ðåáðî e = (vj , vi). Òàê êàê V ′ âåðøèííîå ïîêðûòèå, òî âòîðîé
êîíåö ýòîãî ðåáðà vi ∈ V ′. Òîãäà â öèêëå p èìååòñÿ ðåáðî ([vi, e, 0], [vi, e, 1]). Çàìåíèì åãî íà
ïóòü ([vi, e, 0], [vj , e, 0], [vj , e, 1][vi, e, 1]. Ïðîäåëàâ òàêèå çàìåíû äëÿ âñåõ íå âîøåäøèõ â p ïàð
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âåðøèí [vj , e, 0], [vj , e, 1](j > k), ïîëó÷èì ãàìèëüòîíîâ öèêë â GD.
⇐ Ïóñòü â ãðàôå GD èìååòñÿ ãàìèëüòîíîâ öèêë p. Çàôèêñèðóåì k ÷èñåë l1, . . . , lk òàêèõ, ÷òî

â öèêëå p ïîñëå êàæäîé âåðøèíû at, 1 ≤ t ≤ k, èäåò ïåðâàÿ âåðøèíà öåïè, ñîîòâåòñòâóþùåé
vlt . Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî âåðøèí V

′ = {vl1 , . . . , vlk} ÿâëÿåòñÿ âåðøèííûì ïîêðûòèåì â G.
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êàæäîé vi ∈ V ′ öèêë p, ïîïàâ â ïåðâóþ âåðøèíó öåïè, ñîîòâåòñòâóþùåé

vi, îáÿçàí ïðîéòè ÷åðåç âåðøèíû ýòîé öåïè â òîì æå ïîðÿäêå, â êîòîðîì îíè â íåé ðàñïîëîæåíû.
Ïðè ýòîì, äëÿ êàæäîãî ðåáðà e = (vi, vj), ïðèäÿ "ñâåðõó"â âåðøèíó òèïà A, îí äîëæåí âûéòè
èç áëîêà âåðøèí A,B,C,D "âíèç"èç âåðøèíû B, ò.å. ëèáî ïî ïóòè A → B, ëèáî ïî ïóòè
A → C → D → B. Âñå äðóãèå âàðèàíòû ïðèâåëè áû ê òîìó, ÷òî îäíà èç âåðøèí B èëè C
íå ïîïàëà áû â öèêë. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîé ïðîéäåííîé â öèêëå p âåðøèíû âèäà [v, e, b] õîòÿ
áû îäèí èç êîíöîâ ðåáðà e ïðèíàäëåæèò V ′. Ïîñêîëüêó p ïðîõîäèò âñå òàêèå âåðøèíû, òî V ′

ÿâëÿåòñÿ âåðøèííûì ïîêðûòèåì â G. �
Ïðîèëëþñòðèðóåì êîíñòðóêöèþ òåîðåìû íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå.

Ïðèìåð 23. Íà ðèñ.37 ïîêàçàí ïðèìåð íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G = {a, b, c, d}, {e1 = (a, b),
e2 = (b, c), e3 = (c, d)} è ñîîòâåòñòâóþùåãî îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà GD, ïîñòðîåííîãî ïî G
è çàäà÷å î âåðøèííîì ïîêðûòèè ýòîãî ãðàôà ìîùíîñòè k = 2.

Âåðøèííûå ïîêðûòèå èç 2-õ âåðøèí â G è ãàìèëüòîíîâû öèêëû â GD ñîîòâåòñòâóþò
äðóã äðóãó. Íàïðèìåð, ïîêðûòèþ {a, c} ñîîòâåòñòâóåò ãàìèëüòîíîâ öèêë a1, [a, e1, 0], [b, e1, 0],
[b, e1, 1], [a, e1, 1], a2, [c, e3, 0], [d, e3, 0], [d, e3, 1], [c, e3, 1], [c, e2, 0], [b, e2, 0], [b, e2, 1], [c, e2, 1], a1 â ãðà-
ôå GD. À ãàìèëüòîíîâîìó öèêëó a1, [c, e3, 0], [d, e3, 0], [d, e3, 1], [c, e3, 1], [c, e2, 0], [c, e2, 1], a2, [b, e1,
0], [a, e1, 0], [a, e1, 1], [b, e1, 1], [b, e2, 0], [b, e2, 1], a1 â ãðàôå GD â èñõîäíîì ãðàôå G ñîîòâåòñòâóåò
âåðøèííîå ïîêðûòèå {c, b}.
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Ðèñ. 37: Ïðèìåð ñâåäåíèÿ âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ ê îðèåíòèðîâàííîìó ãàìèëüòîíîâó öèêëó

Îòìåòèì, ÷òî ãðàô GD â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 8.5 ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì: ìåæäó
ëþáûìè äâóìÿ âåðøèíàìè â íåì èìååòñÿ (îðèåíòèðîâàííûé) ïóòü. Òàêèì îáðàçîì ñïðàâåäëèâî
Ñëåäñòâèå. Çàäà÷à ÎÐ_ÃÀÌ_ÖÈÊË ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé äëÿ ïîäêëàññà ñèëüíî ñâÿçíûõ
îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ.
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Ïîêàæåì òåïåðü, êàê çàäà÷ó î ñóùåñòâîâàíèè ãàìèëüòîíîâà öèêëà â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå
ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å î ñóùåñòâîâàíèè ãàìèëüòîíîâà öèêëà â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå.

Òåîðåìà 8.6. Çàäà÷à ÃÀÌ_ÖÈÊË ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àëãîðèòì äëÿ âåðõíåé îöåíêè íå îòëè÷àåòñÿ îò àëãîðèòìà äëÿ çàäà÷è
ÎÐ_ÃÀÌ_ÖÈÊË. Äîêàæåì, ÷òî

ÎÐ_ÃÀÌ_ÖÈÊË ≤p ÃÀÌ_ÖÈÊË.
Ïóñòü G = (V,E) � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô.Ìû õîòèì ïîñòðîèòü ïî íåìó íåîðèåíòèðîâàí-

íûé ãðàô G′ = (V ′, E′), â êîòîðîì áóäåò ãàìèëüòîíîâ öèêë òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí åñòü
â G. Ïðîñòàÿ èäåÿ � ïðåâðàòèòü âñå îðèåíòèðîâàííûå ðåáðà â íåîðèåíòèðîâàííûå � íå ñðàáàòû-
âàåò, òàê êàê â G′ ìîãóò îáðàçîâàòüñÿ "ëèøíèå"öèêëû èç ðàçíîíàïðàâëåííûõ ðåáåð G. ×òîáû
çàôèêñèðîâàòü "íàïðàâëåíèå"ðåáåð, óòðîèì êàæäóþ âåðøèíó: V ′ = {[v, 0], [v, 1], [v, 2] | v ∈ V }
è ñîåäèíèì [v, 1] ðåáðàìè ñ [v, 0] è [v, 2]. Òîãäà ãàìèëüòîíîâ öèêë ìîæåò ïîïàñòü â ýòó òðîéêó
âåðøèí ëèáî ÷åðåç [v, 0], ëèáî ÷åðåç [v, 2]. Â ïåðâîì ñëó÷àå îí äîëæåí äàëåå ïðîéòè ïî ïóòè
[v, 0], [v, 1], [v, 2], à âî âòîðì � ïî ïóòè [v, 2], [v, 1], [v, 0] (èíà÷å âåðøèíà [v, 1] îñòàíåòñÿ âíå öèê-
ëà). Êàæäîå îðèåíòèðîâàííîå ðåáðî (v, u) ∈ E �ïðîìîäåëèðóåì� íåîðèåíòèðîâàííûì ðåáðîì
([v, 2], [u, 0]). Òàêèì îáðàçîì, E′ = {([v, 0], [v, 1]), ([v, 1], [v, 2]) | v ∈ V }∪{([v, 2], [u, 0]) | (v, u) ∈ E}.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â G èìååòñÿ (îðèåíòèðîâàííûé) ãàìèëüòîíîâ öèêë p = v1, v2, . . . , vi, vi+1,
. . . , vn, v1. Òîãäà â ãðàôå G′ åìó ñîîòâåòñòâóåò (íåîðèåíòèðîâàííûé) ãàìèëüòîíîâ öèêë p′ =
[v1, 0], [v1, 1], [v1, 2], [v2, 0], [v2, 1], [v2, 2], . . . , [vi, 0], [vi, 1], [vi, 2], [vi+1, 0], [vi+1, 1], [vi+1, 2], . . . , [vn, 0],
[vn, 1], [vn, 2], [v1, 0].

Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî â â G′ èìååòñÿ ãàìèëüòîíîâ öèêë p′. Êàê ìû âûøå îòìåòèëè,
òðîéêà âåðøèí [v1, 0], [v1, 1], [v1, 2] äîëæíà âõîäèòü â ýòîò öèêë â îäíîì èç äâóõ ïîðÿäêîâ: (1) :
p′ = . . . , [v1, 0], [v1, 1], [v2, 2], . . . èëè (2) : p′ = . . . , [v1, 2], [v1, 1], [v1, 2], . . . . Èç îïðåäåëåíèÿ G′

ñëåäóåò, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ äëÿ îñòàëüíûõ âåðøèí ïîðÿäîê áóäåò òàêîé æå. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî äëÿ íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêè âåðøèí p = v1, v2, . . . , vi, vi+1, . . . , vn, v1 â ñëó÷àå (1) öèêë
p′ = [v1, 0], [v1, 1], [v1, 2], [v2, 0], [v2, 1], [v2, 2], . . . , [vi, 0], [vi, 1], [vi, 2], [vi+1, 0], [vi+1, 1], [vi+1, 2], . . . ,
[vn, 0], [vn, 1], [vn, 2], [v1, 0], à â ñëó÷àå (2) p′ = [v1, 2], [v1, 1], [v1, 0], [v2, 2], [v2, 1], [v2, 0], . . . , [vi, 2],
[vi, 1], [vi, 0], [vi+1, 2], [vi+1, 1], [vi+1, 0], . . . , [vn, 2], [vn, 1], [vn, 0], [v1, 2]. Òîãäà â ñëó÷àå (1) èìååì
(vi, vi+1( mod n)) ∈ E ïðè i ∈ [1, n], à â ñëó÷àå (2) (vi+1, vi) ∈ E ïðè i ∈ [1, n − 1] è (vn, v1) ∈
E. Ïîýòîìó îáîèõ ñëó÷àÿõ p çàäàåò ãàìèëüòîíîâ öèêë â ãðàôå G: â ñëó÷àå (1) � â ïðÿìîì
íàïðàâëåíèè, â ñëó÷àå (2) � â îáðàòíîì. �

Ïðîèëëþñòðèðóåì êîíñòðóêöèþ òåîðåìû íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå.

Ïðèìåð 24. Íà ðèñ.38 ïîêàçàí ïðèìåð îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G = {a, b, c, d}, {(a, b), (a, c),
(b, c), (c, d), (d, a), (d, b)} è ñîîòâåòñòâóþùåãî îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G′, ïîñòðîåííîãî ïî G.

Â ýòîì ïðèìåðå, â ÷àñòíîñòè, îðèåíòèðîâàííîìó ãàìèëüòîíîâó öèêëó a, b, c, d, a â ãðàôå G
ñîîòâåòñòâóåò íåîðèåíòèðîâàííûé ãàìèëüòîíîâ öèêë [a, 0], [a, 1], [a, 2], [b, 0], [b, 1], [b, 2], [c, 0], [c, 1],
[c, 2], [d, 0], [d, 1], [d, 2], [a, 0] â ãðàôåG′, à ãàìèëüòîíîâó öèêëó [c, 2], [c, 1], [c, 0], [b, 2], [b, 1], [b, 0], [a, 2],
[a, 1], [a, 0], [d, 2], [d, 1], [d, 0], [c, 2] â G′ ñîîòâåòñòâóåò ãàìèëüòîíîâ öèêë c ← b ← a ← d ← c (ñ
òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà îí ñîâïàäàåò ñ öèêëîì a, b, c, d, a).

NP-ïîëíûìè ÿâëÿþòñÿ òàêæå çàäà÷è î ñóùåñòâîâàíèè ãàìèëüòîâûõ ïóòåé ìåæäó äâóìÿ
çàäàííûìè âåðøèíàìè â îðèåíòèðîâàííûõ è íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðàôàõ (ñì. çàäà÷ó 8.10).

8.5 Çàäà÷à êîììèâîÿæåðà

Çàäà÷à êîììèâîÿæåðà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ñàìûõ çíàìåíèòûõ NP-ïîëíûõ çàäà÷. Êàê çàäà÷à
îïòèìèçàöèè îíà ôîðìóëèðóåòñÿ òàê: íàéòè öèêë ìèíèìàëüíîé äëèíû (ñòîèìîñòè, âåñà),
ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âñå âåðøèíû íàãðóæåííîãî (íå)îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà.
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Ðèñ. 38: Ïðèìåð ñâåäåíèÿ îðèåíòèðîâàííîãî ãàìèëüòîíîâà öèêëà ê íåîðèåíòèðîâàííîìó

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à íà ðàñïîçíàâàíèå çàäàåòñÿ ìíîæåñòâîì ÊÎÌÌÈÂÎßÆÅÐ =
{(G, k) | G = (V,E)� ãðàô ñ ôóíêöèåé äëèí ðåáåð c : E → R, ñîäåðæàùèé ãàìèëüòîíîâ öèêë
äëèíû ≤ k}.
Ýòà çàäà÷à ïîëó÷èëà ñâîå íàçâàíèå èç-çà ñëåäóþùåé èíòåðïðåòàöèè: íåêîòîðûé ðàçúåçæà-

þùèé òîðãîâåö (êîììèâîÿæåð) ïëàíèðóåò ïîñåòèòü ñî ñâîèì òîâàðîì îïðåäåëåííîå ìíîæåñòâî
ãîðîäîâ. Êàêîâ êðàò÷àéøèé ìàðøðóò, ïîçâîëÿþùèé åìó îáúåõàòü âñå ãîðîäà è âåðíóòüñÿ äî-
ìîé, ìèíèìèçèðîâàâ òàêèì îáðàçîì ñâîè çàòðàòû?

Ó çàäà÷è êîììèâîÿæåðà èìååòñÿ ìíîæåñòâî ïðèëîæåíèé, ñâÿçàííûõ ñ òðàíñïîðòíûìè çà-
äà÷àìè è çàäà÷àìè ïîèñêà îïòèìàëüíûõ ïóòåé â ðàçëè÷íûõ ñèòóàöèÿõ. Äðóãàÿ îáëàñòü ïðèëî-
æåíèÿ � îïòèìèçàöèÿ ïóòåé äâèæåíèÿ ïðè ñáîðêå îáîðóäîâàíèÿ. Ïðåäñòàâèì, íàïðèìåð, ðóêó
ðîáîòà, êîòîðàÿ äîëæíà çàïàÿòü âñå êîíòàêòû íà ïå÷àòíîé ïëàòå. Äâèæåíèå ðóêè ïî êðàò÷àé-
øåìó ìàðøðóòó, êîòîðûé ïîñåùàåò êàæäóþ òî÷êó ïàéêè îäèí ðàç, è áóäåò îïòèìàëüíûì äëÿ
ðîáîòà.

Åùå îäèí ïðèìåð: äèñïåò÷åð âîçäóøíîé îáñòàíîâêè â àýðîïîðòó íàáëþäàåò íà ýêðàíå ëîêà-
òîðà ñâåòÿùèåñÿ òî÷êè � âîçäóøíûå ñóäà. ×òîáû îïðåäåëèòü èõ òåêóùèå êîîðäèíàòû, íóæíî
ùåëêíóòü ïî êàæäîé èç ýòèõ òî÷åê êóðñîðîì ìûøè. Îïòèìàëüíûì áóäåò âûáîð êðàò÷àéøåãî
ïóòè äâèæåíèÿ êóðñîðà ïî òî÷êàì. Îòíîñèòåëüíî íåãî ìîæíî, íàïðèìåð, îöåíèâàòü êà÷åñòâî
ðàáîòû äèñïåò÷åðà íà òðåíàæåðàõ.

Èñïîëüçóÿ çàäà÷ó î ãàìèëüòîíîâîì öèêëå íåòðóäíî óñòàíîâèòü NP -ïîëíîòó çàäà÷è î êîì-
ìèâîÿæåðå.

Òåîðåìà 8.7. Çàäà÷à ÊÎÌÌÈÂÎßÆÅÐ ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è äëÿ çàäà÷è î ãàìèëüòîíîâîì öèêëå âåðõíÿÿ îöåíêà îáåñïå÷èñâàåòñÿ
àëãîðèòìîì, êîòîðûé âíà÷àëå íåäåòåðìèíèðîâàííî óãàäûâàåò ïåðåñòàíîâêó âåðøèí ãðàôà G,
à çàòåì äåòåðìèíèðîâàííî ïðîâåðÿåò, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòà ïåðåñòàíîâêà öèêëîì äëèíû ≤ k.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà NP -òðóäíîñòè ïîêàæåì, ÷òî
(*) ÃÀÌ_ÖÈÊË ≤p ÊÎÌÌÈÂÎßÆÅÐ.
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Ïóñòü G = (V,E) � íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ n âåðøèíàìè. Îïðåäåëèì ïî íåìó ïîëíûé
íàãðóæåííûé ãðàô G′ = (V,E′ = V × V ) ñî ñëåäóþùåé ôóíêöèåé äëèíû ðåáåð:

c(u, v) =

{
1, åñëè (u, v) ∈ E
2, åñëè (u, v) 6∈ E.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî â ãðàôå G èìååòñÿ ãàìèëüòîíîâ öèêë òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ãðàôå G′ èìååòñÿ ãàìèëüòîíîâ öèêë äëèíû n. Ýòî äîêàçûâàåò ñïðàâåä-
ëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ (*) è òåîðåìû. �

Îòìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííûé â äîêàçàòåëüñòâå ãðàô G′ ñ äëèíîé ðåáåð c óäîâëåòâîðÿåò íåðà-
âåíñòâó òðåóãîëüíèêà: äëÿ ëþáûõ òðåõ âåðøèí u,w, v ∈ V ′ ρ(u, v) ≤ ρ(u,w) + ρ(w, v). Òàêèì
îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî
Ñëåäñòâèå. Çàäà÷à ÊÎÌÌÈÂÎßÆÅÐ ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé äëÿ ïîäêëàññà íàãðóæåííûõ
ãðàôîâ, óäîâîëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà.

8.6 Ðàñêðàñêà âåðøèí ãðàôà

Â çàäà÷å î ðàñêðàñêå ãðàôà òðåáóåòñÿ ïî íåîðèåíòèðîâàííîìó ãðàôó G = (V,E) íàéòè ìè-
íèìàëüíîå ÷èñëî öâåòîâ, êîòîðûìè ìîæíî ðàñêðàñèòü âåðøèíû ãðàôà òàê, ÷òîáû ñìåæíûå
âåðøèíû áûëè ðàñêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà. Íàçîâåì òàêóþ ðàñêðàñêó âåðøèí ãðàôà ïðàâèëü-
íîé. Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî öâåòîâ, äîñòàòî÷íûõ äëÿ ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêè ãðàôà G, íàçûâàåòñÿ
õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì ãðàôà è îáîçíà÷àåòñÿ χ(G). Åñëè õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî χ(G) ãðàôà G
ðàâíî k, òî G íàçûâàåòñÿ k-õðîìàòè÷åñêèì ãðàôîì.

Íàïðèìåð, âñÿêèé öèêë íå÷åòíîé äëèíû ÿâëÿåòñÿ 3-õðîìàòè÷åñêèì. Ïîëíûé ãðàô Kn ÿâ-
ëÿåòñÿ n-õðîìàòè÷åñêèì, òàê êàê íèêàêèå äâå âåðøèíû â íåì íå ìîãóò áûòü îêðàøåíû â
îäèí öâåò. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî åñëè G ñîäåðæèò n-êëèêó (ò.å. ïîäãðàô, èçîìîðôíûé Kn),
òî χ(G) ≥ n. Âåðøèíû ãðàôà, ðàñêðàøåííûå ïðè ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêå â îäèí öâåò, îáðàçóþò
íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî χ(G) ≥ |V |/α(G).

Çàäà÷à î ðàñêðàñêå âîçíèêàåò, â ÷àñòíîñòè, ïðè îïòèìèçàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïàìÿòè ïðè
êîìïèëÿöèè ïðîãðàìì. Âåðøèíàìè ðàññìàòðèâàåìîãî ãðàôà ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííûå ïðîãðàì-
ìû, ðåáðà ñîåäèíÿþò ïåðåìåííûå, âðåìåíà ñóùåñòâîâàíèÿ êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ. Òîãäà êîëè-
÷åñòâî öâåòîâ â ìèíèìàëüíîé ðàñêðàñêå ðàâíî ìèíèìàëüíîìó ÷èñëó ÿ÷ååê ïàìÿòè, äîñòàòî÷-
íîìó äëÿ âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû, ïîñêîëüêó âñå ïåðåìåííûå, ïîëó÷èâøèå îäèíàêîâûé öâåò,
ìîãóò áûòü ðàçìåùåíû â îäíîé è òîé æå ÿ÷åéêå.

Ïðèâåäåì åùå îäèí ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ðàñêðàñêè ãðàôà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà íåêîòîðîì
õèìè÷åñêîì ïðåäïðèÿòèè âûïóñêàþòñÿ âåùåñòâà P1, . . . , Pn, ïðè ýòîì èçâåñòíî, ÷òî íåêîòîðûå
ïàðû âåùåñòâ íåëüçÿ õðàíèòü â îäíîì ïîìåùåíèè. Îïðåäåëèì ãðàô ñ âåðøèíàìè P1, . . . , Pn

è ðåáðàìè, ñîåäèíÿþùèìè âåùåñòâà, êîòîðûå íå äîëæíû õðàíèòüñÿ âìåñòå. Òîãäà õðîìàòè÷å-
ñêîå ÷èñëî ýòîãî ãðàôà ðàâíî ìèíèìàëüíîìó ÷èñëó ðàçëè÷íûõ ïîìåùåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ
õðàíåíèÿ ïðîäóêöèè äàííîãî ïðåäïðèÿòèÿ.

Çàäà÷à î ðàñêðàñêå èñïîëüçóåòñÿ òàêæå ïðè ðåøåíèè ðÿäà çàäà÷ òåîðèè ðàñïèñàíèé è â
çàäà÷àõ ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà äàííûõ íà êëàñòåðû áëèçêèõ â òîì èëè èíîì ñìûñëå äàííûõ.

Îäíîé èç ñàìûõ çíàìåíèòûõ ïðîáëåì â èñòîðèè òåîðèè ãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î ÷åòûðåõ
êðàñêàõ: ìîæíî ëè ðàñêðàñèòü êàæäóþ êàðòó ÷åòûðüìÿ êðàñêàìè òàê, ÷òîáû ñîñåäíèå ñòðà-
íû áûëè îêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà? Â òåðìèíàõ ãðàôîâ: âåðíî ëè, ÷òî äëÿ êàæäîãî ïëîñêîãî
ãðàôà G åãî õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî χ(G) ≤ 4? Ýòà çàäà÷à áûëà ñôîðìóëèðîâàíà â ïèñüìå äå
Ìîðãàíà Ãàìèëüòîíó â 1852ã. è ðåøåíà â 1976 Àïïåëåì è Õàêåíîì, êîòîðûå äîêàçàëè âîçìîæ-
íîñòü òàêîé ðàñêðàñêè, ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàâ êîìïüþòåðíóþ ïðîãðàììó. Ïîñòðîåíû òàêæå
ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû äëÿ ðàñêðàñêè ïëîñêèõ ãðàôîâ â 4 öâåòà.
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Â ôîðìå çàäà÷è íà ðàñïîçíàâàíèå çàäà÷ó ðàñêðàñêè ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñ ïîìîùüþ
ìíîæåñòâà ïàð ÐÀÑÊÐÀÑÊÀ = {(G = (V,E), k) | ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà âåðøèí
íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G â k öâåòîâ} = {(G = (V,E), k) | ñóùåñòâóåò ðàñêðàñêà c : V →
{1, 2, . . . , k} òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðåáðà (u, v) ∈ E : c(u) 6= c(v)}.

Ïðè k = 2 èìååòñÿ ïðîñòîé êðèòåðèé áèõðîìàòè÷íîñòè (äâóäîëüíîñòè) ãðàôà è ýôôåêòèâ-
íûé àëãîðèòì ðàñêðàñêè â 2 öâåòà (ñì. çàäà÷ó 2.16). Îäíàêî óæå ïðè k = 3 çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ
NP-ïîëíîé äàæå äëÿ ïëîñêèõ ãðàôîâ. Ïóñòü 3-ÐÀÑÊÐÀÑÊÀ = {G | ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ
ðàñêðàñêà âåðøèí G â 3 öâåòà}.

Òåîðåìà 8.8. Çàäà÷à 3-ÐÀÑÊÐÀÑÊÀ ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåäåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì, êîòîðûé "óãàäûâàåò"ðàñêðàñêó âåðøèí
G â 3 öâåòà, à çàòåì äåòåðìèíèðîâàííî ïðîâåðÿåò åå ïðàâèëüíîñòü, î÷åâèäíî, ðàáîòàåò â ïîëè-
íîìèàëüíîå îò ðàçìåðà G âðåìÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, 3-ÐÀÑÊÐÀÑÊÀ ∈ NP .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà NP -òðóäíîñòè ïîêàæåì, ÷òî 3-ÊÍÔ ≤p 3-ÐÀÑÊÐÀÑÊÀ . Ïóñòü Φ =
F1 ∧ . . . ∧ Fq � ýòî òàêàÿ ÊÍÔ, â êîòîðîé äëÿ êàæäîãî i ∈ [1, q] äèçúþíêöèÿ Fi = li1 ∨ li2 ∨ li3,
ãäå lij (1 ≤ i ≤ q, 1 ≤ j ≤ 3) � ëèòåðàë èç ìíîæåñòâà {x1,¬x1, . . . , xn,¬xn}.

Îïðåäåëèì ïî íåé ãðàô G = (V,E) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ìíîæåñòâî âåðøèí V âêëþ÷àåò
òðè ñïåöèàëüíûå âåðøèíû T (èñòèíà), F (ëîæü) è R ("êðàñíàÿ"), âñå ëèòåðàëû è ïî 5 âñïîìî-
ãàòåëüíûõ âåðøèí äëÿ êàæäîé äèçúþíêöèè Fi èç Φ:

V = {T, F,R} ∪ {x1,¬x1, . . . , xn,¬xn} ∪ {Ai, Bi, Ci, Di, Ei | 1 ≤ i ≤ q}.
Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî ðåáåð E.
1) Âåðøèíû T, F,R îáðàçóþò òðåóãîëüíèê.
2) Äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé xj , 1 ≤ j ≤ n âåðøèíû xj ,¬xj è R òàêæå îáðàçóþò òðåóãîëüíèê.

Òîãäà ñ êàæäîé ïåðåìåííîé xj , 1 ≤ j ≤ n ñâÿçàí ïîäãðàô G(xj) ñ ìíîæåñòâîì ðåáåð E(xj),
ïîêàçàííûé íà ðèñ. 39 ñëåâà.
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Ðèñ. 39: Ïîäãðàôû G äëÿ ïåðåìåííîé xj è äèçúþíêöèè Fi

3) Äëÿ êàæäîé äèçúþíêöèè Fi = li1 ∨ li2 ∨ li3 ãðàô G âêëþ÷àåò ïîäãðàô G(Fi) c ìíîæåñòâîì
èç 10 ðåáåð E(Fi), ïîêàçàííûé íà ðèñ. 39 ñïðàâà.

Òàêèì îáðàçîì, E = {(T, F ), (T,R), (F,R)} ∪
⋃n

j=1{(xj ,¬xj), (xj , R), (¬xj , R)}
∪
⋃q

i=1{(li1, Ai), (li2, Bi), (li3, Ei), (Ai, Bi), (Ai, Ci), (Bi, Ci), (Ci, Di), (Di, Ei), (Di, T ), (Ei, T )}.
Ïîêàæåì, ÷òî Φ ∈ 3-ÊÍÔ ⇔ G ∈ 3-ÐÀÑÊÐÀÑÊÀ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Φ âûïîëíÿåòñÿ íà íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêå çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ σ :

{x1, . . . , xn} → {0, 1}. Ïîñòðîèì ðàñêðàñêó c âåðøèí G â òðè öâåòà {0, 1, 2} ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:
(c1) c(T ) = 1, c(F ) = 0, c(R) = 2.
(c2) c(xj) = σ(xj), 1 ≤ j ≤ n, c(¬xj) = 1− c(xj).
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(c3i) Äëÿ êàæäîé äèçúþíêöèè Fi, 1 ≤ i ≤ q, îïðåäåëèì öâåòà âñïîìîãàòåëüíûõ âåðøèíAi, Bi, Ci,
Di, Ei èñõîäÿ èç ðàñêðàñêè âõîäÿùèõ â íåå ëèòåðàëîâ.
(à) Åñëè c(li3) = 1, òî ïîëîæèì c(Ei) = 0, c(Di) = 2, c(Ai) = 1− c(li1), c(Bi) = 2, c(Ci) = c(li1).
(á) Åñëè c(li3) = 0, òî ïîëîæèì c(Ei) = 2, c(Di) = 0. Ïîñêîëüêó σ(Fi) = 1 è σ(li3) = 0, òî ëèáî
(á1) îáà îñòàâøèõñÿ ëèòåðàëà èñòèííû, ò.å. σ(li1) = σ(li2) = 1, ëèáî (á2) èñòèíåí îäèí èç íèõ,
ò.å. σ(li1) 6= σ(li2). Òîãäà â ñëó÷àå (á1) ïîëîæèì c(Ai) = 0, c(Bi) = 2, c(Ci) = 1. À â ñëó÷àå (á2)
ïóñòü c(Ai) = 1− c(li1), c(Bi) = 1− c(li2), c(Ci) = 2.

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïðåäåëåíèÿ (c1) è (c2) îáåñïå÷èâàþò ïðàâèëüíóþ ðàñ-
êðàñêó ïîäãðàôîâ G(xj), 1 ≤ j ≤ n, à îïðåäåëåíèÿ (c3i) � ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó êàæäîãî èç
ïîäãðàôîâ G(Fi), 1 ≤ i ≤ q.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà c : E → {0, 1, 2} âåðøèí ãðàôà
G â òðè öâåòà. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî c(F ) = 0, c(T ) = 1, c(R) = 2.
Èç îïðåäåëåíèÿ ïîäãðàôîâ G(xj), 1 ≤ j ≤ n ñëåäóåò, ÷òî èç êàæäîé ïàðû âåðøèí-ëèòåðàëîâ
xj ,¬xj îäíà îêðàøåíà â öâåò 0, à äðóãàÿ � â öâåò 1. Îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ σ â
ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé ðàñêðàñêîé: σ(xj) = c(xj), 1 ≤ j ≤ n. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè òàêèõ çíà÷åíè-
ÿõ ôîðìóëà Φ èñòèííà, ò.å. σ(Φ) = 1. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî äëÿ êàæäîé Fi

â ïîäãðàôå G(Fi) õîòÿ áû îäíà èç âåðøèí li1, li2, li3 îêðàøåíà â öâåò 1. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
c(li3) = 0, òî îáÿçàòåëüíî c(Ei) = 2 è c(Di) = 0. Åñëè áû îáà ëèòåðàëà li1 è li2 îêàçàëèñü
ëîæíûìè, òî öâåòà èõ âåðøèí c(li1) è c(li2) ðàâíÿëèñü 0. Â ýòîì ñëó÷àå êàæäàÿ èç òðåõ âåðøèí
òðåóãîëüíèêà AiBiCi äîëæíà áûòü îêðàøåíà â îäèí èç äâóõ öâåòîâ 1 èëè 2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ïðàâèëüíîñòè ðàñêðàñêè c. Èòàê, â êàæäîé äèçúþíêöèè Fi èìååòñÿ ëèòåðàë lik ñî çíà÷åíèåì
σ(lik) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, σ(Φ) = 1. �

Èç ýòîé òåîðåìû íåìåäëåííî ñëåäóåò NP -ïîëíîòà è áîëåå îáùåé çàäà÷è ÐÀÑÊÐÀÑÊÀ.
Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïîñòðîåííûé â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 8.8 ãðàô G ìîæåò íå áûòü
ïëîñêèì. Íî ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîçâîëÿåò ñâåñòè çàäà÷ó ðàñêðàñêè ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà â 3
öâåòà ê àíàëîãè÷íîé çàäà÷å äëÿ ïëîñêèõ ãðàôîâ.

Ëåììà 8.5. Äëÿ ëþáîãî ãðàôà G ìîæíî ïîñòðîèòü ïëîñêèé ãðàô G′ òàêîé, ÷òî G ìîæíî
ðàñêðàñèòü â 3 öâåòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G′ ìîæíî ðàñêðàñèòü â 3 öâåòà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïëîñêèé ãðàô W .
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Ðèñ. 40: Ãðàô W

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
à) ïðè ëþáîé îêðàñêå W â 3 öâåòà ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû áóäóò îêðàøåíû â îäèíàêîâûé
öâåò;
á) ëþáàÿ îêðàñêà ïðîòèâîïîëîæíûõ âåðøèí â îäèíàêîâûå öâåòà ìîæåò áûòü ðàñøèðåíà äî
êîððåêòíîé îêðàñêè âñåõ âåðøèí W â 3 öâåòà.
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Â ÷àñòíîñòè, íà ðèñ. 41 ïîêàçàíû äâå ðàñêðàñêè W â 3 öâåòà: ñëåâà ïðîòèâîïîëîæíûå âåð-
øèíû èìåþò ðàçíûå öâåòà 0 è 1, à ñïðàâà îíè îêðàøåíû â îäèí öâåò 2. Âñå îñòàëüíûå âàðèàíòû
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Ðèñ. 41: Äâå ðàñêðàñêè ãðàôà W

ðàñêðàñîê ïðîòèâîïîëîæíûõ âåðøèí ìîæíî ïîëó÷èòü èç ýòèõ äâóõ ðàñêðàñîê ïåðåñòàíîâêîé
öâåòîâ.

Òåïåðü ìîæíî èñïîëüçîâàòü ãðàô W äëÿ ïðåâðàùåíèÿ G â ïëîñêèé ãðàô G′. Äëÿ ýòîãî
äëÿ êàæäîãî ðåáðà (v, u) ∈ E çàìåíèì êàæäóþ òî÷êó åãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ äðóãèì ðåáðîì íà
ýêçåìïëÿð ãðàôà W . Ñêëåèì âåðøèíû ïðèëåãàþùèõ âíóòðåííèõ �óãëîâ� ýòõ êîïèé W , îäèí
èç âíåøíèõ óãëîâ ñêëåèì ñ v, à äðóãîé ñîåäèíèì ðåáðîì ñ u. Íà ðèñ. 42 ïðèâåäåí ïðèìåð
ïðåîáðàçîâàíèÿ ðåáðà (v, u) ñ òðåìÿ òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ ñ äðóãèìè ðåáðàìè.

v u ⇒w w w w w w ww w w
w w wv uW W W�� �� ��

@@ @@ @@�� �� ��

@@ @@ @@

Ðèñ. 42: Ïðåîáðàçîâàíèå â ïëîñêèé ãðàô

Ïîëó÷èâøèéñÿ â ðåçóëüòàòå îïèñàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðàô G′ áóäåò ïëîñêèì è ñòðîèòñÿ
ïî G çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Èç ñâîéñòâ (à) è (á) ñëåäóåò, ÷òî G ∈ 3-ÐÀÑÊÐÀÑÊÀ ⇔ G′ ∈
3-ÐÀÑÊÐÀÑÊÀ. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî
Ñëåäñòâèå. Çàäà÷à ðàñêðàñêè ïëîñêèõ ãðàôîâ â òðè öâåòà ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé.

Èìååòñÿ åùå áîëüøîå ÷èñëî äðóãèõ èíòåðåñíûõ è âàæíûõ ïðîáëåì òåîðèè ãðàôîâ, êîòîðûå
îêàçàëèñü NP-ïîëíûìè. Â ÷àñòíîñòè, óæå â âûøåäøåé â 1976ã. îñíîâîïîëàãàþùåé ìîíîãðàôèè
ïî òåîðèè NP-ïîëíîòû [2] ïåðå÷èñëåíû áîëåå 100 òàêèõ ïðîáëåì. Íåêîòîðûå èç íèõ ïðèâåäåíû
â ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ.
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Îòìåòèì, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå NP-ïîëíîòû íåêîòîðûõ çàäà÷ íà ãðàôàõ, êðîìå ðàññìîò-
ðåííûõ âûøå çàäà÷, èñïîëüçóþòñÿ èçâåñòíûå NP-ïîëíûå çàäà÷è ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ è 3-ÑÎ×ÅÒÀÍÈÅ.
Çàäà÷à ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ïî íàáîðó öåëûõ ÷èñåë A ñóùåñòâîâàíèÿ åãî ðàç-
áèåíèÿ íà äâà ïîäíàáîðà ñ îäèíàêîâîé ñóììîé:
ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ = {A = {a1, a2, . . . , an} | ∃A′ ⊂ A(

∑
ai∈A′ ai =

∑
ai∈A\A′ ai}.

Â çàäà÷å 3-ÑÎ×ÅÒÀÍÈÅ çàäàíû òðè ìíîæåñòâà X,Y è W îäèíàêîâîé ìîùíîñòè q è ìíî-
æåñòâî òðîåê M ⊆ X × Y ×W . Òðåáóåòñÿ óçíàòü ñóùåñòâóåò ëè â M ñîâåðøåííîå 3-ñî÷åòàíèå,
ò.å. òàêîå ïîäìíîæåñòâî M ′ ⊆ M , ÷òî |M ′| = q è êàæäûé ýëåìåíò èç X,Y è W âõîäèò â
êàêóþ-íèáóäü òðîéêó èç M ′.

8.7 Çàäà÷è

Çàäà÷à 8.1. Äîêàæèòå ëåììó 8.4.

Çàäà÷à 8.2. Êàêàÿ çàäà÷à ÊËÈÊÀ ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåé 3-ÊÍÔ:
Φ = (X ∨ Y ∨ Z) &(X ∨ ¬Y ∨ ¬Z) & (¬X ∨ Y ∨ Z) & (¬X ∨ Y ∨ ¬Z) ?
Íàéäèòå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íåêîòîðûì íàáîðîì çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, íà êîòîðîì Φ èñ-
òèííà, è 4-êëèêîé.

Çàäà÷à 8.3. Äëÿ ñëåäóþùåãî ýêçåìïëÿðà çàäà÷è ÂÅÐØÈÍÍÎÅ_ÏÎÊÐÛÒÈÅ
G = ({1, 2, 3, 4, 5}, {(1, 2), (1, 3), (2, 4), (3, 4), (5, 3)}), k = 2,
ïîñòðîèòü ýêâèâàëåíòíûé ýêçåìïëÿð çàäà÷è ÎÐÈÅÍÒ_ÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ_ÖÈÊË è äëÿ íåêî-
òîðîãî 2-ïîêðûòèÿ óêàçàòü ñîîòâåòñòâóþùèé ãàìèëüòîíîâ öèêë.

Çàäà÷à 8.4. Äëÿ ýêçåìïëÿðà çàäà÷è ÎÐÈÅÍÒ_ÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ_ÖÈÊË
G = (V = {1, 2, 3, 4, 5}, E = {(1, 4), (1, 5), (2, 3), (2, 5), (4, 2), (3, 5), (3, 1), (4, 2)})
ïîñòðîèòü ýêâèâàëåíòíûé ýêçåìïëÿð G′ çàäà÷è ÍÅÎÐÈÅÍÒ_ÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ_ÖÈÊË è
äëÿ íåêîòîðîãî ãàìèëüòîíîâà öèêëà â G óêàçàòü ñîîòâåòñòâóþùèé ãàìèëüòîíîâ öèêë â
G′.

Çàäà÷à 8.5. Ïðåäëîæèòå ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì, êîòîðûé íàõîäèò ðàñêðàñêó íåîðèåíòè-
ðîâàííîãî ãðàôà â 2 öâåòà (åñëè òàêàÿ ðàñêðàñêà ñóùåñòâóåò). Îöåíèòå åãî ñëîæíîñòü.

Çàäà÷à 8.6. Êàêàÿ çàäà÷à 3-ÐÀÑÊÐÀÑÊÀ ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåé 3-ÊÍÔ:
Φ = (X ∨ Y ∨ Z) ∧ (X ∨ ¬Y ∨ ¬Z) ∧ (¬X ∨ Y ∨ U) ∧ (¬X ∨ Y ∨ ¬Z) ∧ (¬Y ∨ Z ∨ ¬U) ?
Íàéäèòå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íåêîòîðûì íàáîðîì çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, íà êîòîðîì Φ èñ-
òèííà, è ðàñêðàñêîé ãðàôà â 3 öâåòà.

Çàäà÷à 8.7. Èçîìîðôíîå âëîæåíèå.
Äîêàæèòå, ÷òî çàäà÷à ÈÇÎÌÎÐÔÈÇÌ_ÏÎÄÃÀÐÔÓ= {(G1, G2) | ãðàô G1 ñîäåðæèò ïîä-
ãðàô, èçîìîðôíûé G2} ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé.
Óêàçàíèå. Èñïîëüçóéòå çàäà÷ó ÊËÈÊÀ.

Çàäà÷à 8.8. Íàèáîëüøèé îáùèé ïîäãðàô
Äîêàæèòå, ÷òî çàäà÷à ÌÀÊÑ_ÎÁÙÈÉ_ÏÎÄÃÐÀÔ = {(G1, G2, k) | G1 è G2 � íåîðèåíòè-
ðîâàííûå ãðàôû, ñîäåðæàùèå èçîìîðôíûå k-âåðøèííûå ïîäãðàôû } ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé.

Çàäà÷à 8.9. Äîêàæèòå, ÷òî çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ïðîñòîãî öèêëà ìàêñèìàëüíîé äëèíû â íà-
ãðóæåííîì îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé. Ïóñòü ÌÀÊÑ_ÖÈÊË = {(G, k) |
G � íàãðóæåííûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ñîäåðæàùèé ïðîñòîé öèêë äëèíû ≥ k} ÿâëÿåò-
ñÿ NP-ïîëíîé.
Óêàçàíèå.Ñâåäèòå ê ÌÀÊÑ_ÖÈÊË çàäà÷ó ÎÐ_ÃÀÌ_ÖÈÊË.
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Çàäà÷à 8.10. Ïðåäëîæèòå ñâåäåíèå çàäà÷è ÃÀÌ_ÖÈÊË ê çàäà÷å âûïîëíèìîñòè áóëåâûõ
ôîðìóë ÂÛÏ.
Óêàçàíèå. Äëÿ êàæäîãî ðåáðà ââåäèòå áóëåâó ïåðåìåííóþ èñòèííóþ, åñëè ýòî ðåáðî âõîäèò
â öèêë, è îïèøèòå ôîðìóëàìè óñëîâèÿ ïðîõîæäåíèÿ ãàìèëüòîíîâà öèêëà ÷åðåç êàæäóþ âåð-
øèíó.

Çàäà÷à 8.11. Ãàìèëüòîíîâ ïóòü
Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå çàäà÷è î ãàìèëüòîíîâûõ ïóòÿõ ÿâëÿþòñÿ NP-ïîëíûìè.
(à) ÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ_ÏÓÒÜ_ÌÅÆÄÓ_ÂÅÐØÈÍÀÌÈ = {(G = (V,E), w, v) | â (íå)îðèåíòè-
ðîâàííîì ãðàôå G èìååòñÿ ãàìèëüòîíîâ ïóòü ìåæäó âåðøèíàìè w è v }.
(á) ÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ_ÏÓÒÜ= {(G = (V,E)) | â ãðàôå G èìååòñÿ èìååòñÿ ãàìèëüòîíîâ ïóòü
ìåæäó íåêîòîðîé ïàðîé âåðøèí}.

Çàäà÷à 8.12. Îñòîâíîå äåðåâî îãðàíè÷åííîé ñòåïåíè
Äîêàæèòå, ÷òî çàäà÷à ÎÑÒ_ÄÅÐÅÂÎ_ÎÃÐ_ÑÒÅÏÅÍÈ = {(G = (V,E), k) | G � íåîðèåí-
òèðîâàííûé ãðàô, k ∈ N , â G èìååòñÿ îñòîâíîå äåðåâî, ñòåïåíè âñåõ âåðøèí êîòîðîãî ≤ k}
ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé.
Óêàçàíèå.Ñâåäèòå ê ýòîé çàäà÷å ïðèâåäåííóþ âûøå çàäà÷ó ÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ_ÏÓÒÜ.

Çàäà÷à 8.13. Êðàò÷àéøèå ïðîñòûå ïóòè
Äîêàæèòå, ÷òî çàäà÷à ÊÐÀÒ×ÀÉØÈÉ_ÏÐÎÑÒÎÉ_ÏÓÒÜ= {(G = (V,E), w, v, k) | â (íå)îðè-
åíòèðîâàííîì ãðàôå G èìååòñÿ ïðîñòîé ïóòü ìåæäó âåðøèíàìè w è v äëèíû ≤ k} ÿâëÿåòñÿ
NP-ïîëíîé.
Óêàçàíèå.Ñâåäèòå ê ýòîé çàäà÷å ïðèâåäåííóþ âûøå çàäà÷ó ÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ_ÏÓÒÜ_ÌÅÆÄÓ-
_ÂÅÐØÈÍÀÌÈ.

Ïðèìå÷àíèå. Àëãîðèòì Áåëëìàíà-Ôîðäà èç ï. 6.2.2 íàõîäèò äëèíû êðàò÷àéøèõ ïóòåé
â ãðàôàõ áåç öèêëîâ îòðèöàòåëüíîé äëèíû (ëèáî îáíàðóæèâàåò íàëè÷èå òàêèõ öèêëîâ). Åñëè
â ãðàôå èìååþòñÿ öèêëû îòðèöàòåëüíîé äëèíû, òî äëèíà êðàò÷àéøåãî ïóòè ìåæäó äâóìÿ
âåðøèíàìè ìîæåò îêàçàòüñÿ ðàâíîé −∞. Òåì íå ìåíåå, äëèíà êðàò÷àéøåãî ïðîñòîãî ïóòè
îïðåäåëåíà êîððåêòíî, òàê êàê èìååòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî òàêèõ ïóòåé. Îäíàêî çàäà÷à
ïîèñêà òàêèõ ïóòåé îêàçûâàåòñÿ òðóäíîé.

Çàäà÷à 8.14. Èçîìîðôíûé îñòîâ
Äîêàæèòå, ÷òî çàäà÷à ÈÇÎÌÎÐÔÍÛÉ_ÎÑÒÎÂ = {(G = (V,E), T = (VT , ET )) | íåîðèåí-
òèðîâàííûé ãðàô G ñîäåðæèò îñòîâíîå äåðåâî, èçîìîðôíîå T} ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé.

Çàäà÷à 8.15. Äîêàæèòå NP-ïîëíîòó çàäà÷è "Êðàò÷àéøèé ïóòü ñ îãðàíè÷åíèÿìè ïî âåñó".
Âõîä: ãðàô G = (V,E), ôóíêöèÿ l(e), çàäàþùàÿ öåëî÷èñëåííóþ äëèíó ðåáåð èç E, ôóíêöèÿ
w(e), çàäàþùàÿ öåëî÷èñëåíûé âåñ ðåáåð èç E, âåðøèíû s è t èç V è ïîëîæèòåëüíûå öåëûå
÷èñëà K è W. Âîïðîñ: Ñóùåñòâóåò ëè â G ïðîñòîé ïóòü èç s t âåñà íå áîëåå W è äëèíû íå
áîëåå K?
(Óêàçàíèå: ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ ).

Çàäà÷à 8.16. Ñåëüñêèé ïî÷òàëüîí
Ñåëüñêèé ïî÷òàëüîí õî÷åò ìèíèìèçèðîâàòü äëèíó ìàðøðóòà, êîòîðûé îáÿçàòåëüíî äîëæåí
âêëþ÷èòü íåêîòîðûå óëèöû, íà êîòîðûõ ïðîæèâàþò ñèìïàòè÷íûå äåâóøêè.

Äîêàæèòå, ÷òî çàäà÷à ÑÅËÜÑÊÈÉ_ÏÎ×ÒÀËÜÎÍ = {< (G = (V,E), E′ ⊆ E, c : E →
N,B > | â ãðàôå G ñ äëèíîé ðåáåð c ñóùåñòâóåò öèêë äëèíû ≤ B, âêëþ÷àþùèé âñå ðåáðà èç
E′} ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé.
Óêàçàíèå.Ñâåäèòå ê ýòîé çàäà÷å çàäà÷ó ÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ_ÖÈÊË.
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9 ×òî äåëàòü ñ NP-ïîëíûìè ïðîáëåìàìè?

Êàê ìû óñòàíîâèëè â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ìíîãèå ïðàêòè÷åñêè âàæíûå ïðîáëåìû òåîðèè
ãðàôîâ ÿâëÿþòñÿ NP-ïîëíûìè, ò.å. â îáùåì ñëó÷àå òðåáóþò, ïî-âèäèìîìó, äëÿ ñâîåãî ðåøåíèÿ
ýêñïîíåíöèàëüíîãî âðåìåíè. Òàêèìè æå òàêæå ÿâëÿþòñÿ ìíîãèå àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû
ëîãèêè, àëãåáðû, òåîðåòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà è äð. îáëàñòåé
(ñì. [2]).

Êàê æå ïîñòóïàòü, îáíàðóæèâ, ÷òî èíòåðåñóþùàÿ íàñ ïðîáëåìà ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé? ×òî
ìîæíî ïðåäïðèíÿòü äëÿ åå ïðàêòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ? Îòìåòèì òðè îñíîâíûõ ïîäõîäà äëÿ îòâåòà
íà ýòîò âîïðîñ:

• óòî÷íåíèå êëàññà âõîäíûõ äàííûõ: âîçìîæíî ýêçåìïëÿðû çàäà÷, êîòîðûå òðåáóåòñÿ
ðåøàòü, óäîâëåòâîðÿþò êàêèì-ëèáî äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì, ò.å. âõîäÿò â íåêîòîðóþ
áîëåå ïðîñòî ðåøàåìóþ ïîäïðîáëåìó;

• ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû: â ðÿäå ñëó÷àåâ ïîçâîëÿþò áûñòðî íàõîäèòü ðåøåíèå ïðî-
áëåìû, íå ãàðàíòèðóÿ ïðè ýòîì åãî îïòèìàëüíîñòè (ê íèì îòíîñÿòñÿ, â ÷àñòíîñòè, àëãî-
ðèòìû ëîêàëüíîãî ïîèñêà è èõ ðàçëè÷íûå âàðèàöèè);

• àïïðîêñèìàöèîííûå àëãîðèòìû: ìîãóò îáåñïå÷èòü äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíîå è äîñòà-
òî÷íî òî÷íîå, â òîì èëè èíîì ñìûñëå, ðåøåíèå .

Ðàçóìååòñÿ, ýòè ïîäõîäû ìîæíî îáúåäèíÿòü, íàïðèìåð, äëÿ ðåøåíèÿ óòî÷íåííîé ïðîáëåìû
èñïîëüçîâàòü ýâðèñòè÷åñêèé èëè àïïðîêñèìàöèîííûé àëãîðèòì. Êðîìå òîãî, ïîëåçíûìè ìî-
ãóò îêàçàòüñÿ ïåðåáîðíûå àëãîðèòìû ñ �èíòåëëåêòóàëüíûìè� âîçâðàòàìè è ñòîõàñòè÷åñêèå
àëãîðèòìû, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò áûñòðîå è äîñòàòî÷íîå õîðîøåå ðåøåíèå �â ñðåäíåì�.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ èñïîëüçîâàíèÿ óêàçàííûõ ïîäõîäîâ.

9.1 Àïïðîêñèìàöèÿ äëÿ çàäà÷è ÂÅÐØÈÍÍÎÅ ÏÎÊÐÛÒÈÅ

Îïòèìèçàöèîííûé âàðèàíò çàäà÷è ÂÅÐØÈÍÍÎÅ ÏÎÊÐÛÒÈÅ ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ìè-
íèìàëüíîãî ìíîæåñòâà âåðøèí, â êîòîðîì êàæäîå ðåáðî èìååò õîòü îäèí êîíåö. Ðàññìîòðèì
ñëåäóþùèé ïðîñòîé àëãîðèòì äëÿ ïîñòðîåíèÿ âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ.

Àëãîðèòì Àïïð_ÂÏ.
Âõîä:G = (V,E) � íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô.
Âûõîä: C � âåðøèííîå ïîêðûòèå äëÿ G.

1. C := ∅;
2. WHILE E 6= ∅ DO
3. { âçÿòü ïðîèçâîëüíîå ðåáðî (u, v) èç E;
4. C := C ∪ {u, v};
5. E := E \ {(x, y) | (x ∈ {u, v}) OR (y ∈ {u, v})};
6. };
7. Return(C).

Òåîðåìà 9.1. Àëãîðèòì Àïïð_ÂÏ ïî ãðàôó G = (V,E) ñòðîèò åãî âåðøèííîå ïîêðûòèå C,
êîòîðîå áîëüøå ìèíèìàëüíîãî âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ íå áîëåå ÷åì â äâà ðàçà. Âðåìÿ ðàáîòû
àëãîðèòìà Àïïð_ÂÏ � O(|V |+ |E|).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó êàæäîå ðåáðî (x, y) óäàëÿåòñÿ èç E â ñòð. 5
ëèøü òîãäà, êîãäà õîòÿ áû îäèí èç åãî êîíöîâ âõîäèò â C, òî â êîíöå ðàáîòû C ÿâëÿåòñÿ
âåðøèííûè ïîêðûòèåì. Äëÿ êàæäîé ïàðû âåðøèí {u, v}, ïîïàäàþùåé â C â ñòð. 4, õîòÿ áû
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îäíà èç ýòèõ âåðøèí äîëæíà ïðèíàäëåæàòü ëþáîìó, â òîì ÷èñëå è ìèíèìàëüíîìó, âåðøèííî-
ìó ïîêðûòèþ G. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî âåðøèí C ïðåâîñõîäèò ÷èñëî âåðøèí â ìèíèìàëüíîì
âåðøèííîì ïîêðûòèè íå áîëåå ÷åì â 2 ðàçà. Îöåíêà ñëîæíîñòè î÷åâèäíà. �

Êàçàëîñü áû, åñòåñòâåíî ïîïûòàòüñÿ óëó÷øèòü àëãîðèòì Àïïð_ÂÏ, äîáàâëÿÿ â C â ñòð.4
íå äâà êîíöà î÷åðåäíîãî ðåáðà, à îäèí, ò. å. çàìåíèòü ñòð. 4 íà

4'. C; = C ∪ {u};

Íî ïîëó÷åííûé ñ ïîìîùüþ òàêîé �îïòèìèçàöèè� àëãîðèòì Àïïð_ÂÏ1 ìîæåò ïðèâåñòè
ê ñóùåñòâåííîé ïîòåðå êà÷åñòâà àïïðîêñèìàöèè. Ðàññìîòðèì äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n >
1 äâóäîëüíûé ãðàô Bn = (X ∪ Y,E), ãäå X = {x1, . . . , xn}, à äðóãàÿ äîëÿ Y ñîñòîèò èç n
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ Y = ∪ni=1Yi. Êàæäàÿ âåðøèíà y èç Yi ñâÿçàíà ñ i âåðøèíàìè
X, ïðè÷åì íèêàêèå äâå âåðøèíû èç Yi íå èìåþò îáùèõ ñîñåäåé â X. Òàêèì îáðàçîì, Yi =
{yij | 1 ≤ j < bn/ic} , Ei = {(yij , xk) | 1 ≤ j < bn/ic, i(j − 1) + j ≤ k ≤ ij}, E = ∪ni=1Ei, à îáùåå
÷èñëî âåðøèí â Y ðàâíî n+ bn/2c+ bn/3c+ . . .+ 1 = O(n log n).

Ìèíèìàëüíîå âåðøèííîå ïîêðûòèå â ãðàôå Bn, î÷åâèäíî, îáðàçóåò ìíîæåñòâî X è åãî ìîù-
íîñòü ðàâíà n. Àëãîðèòì Àïïð_ÂÏ ïîìåñòèò â C (ïðè ëþáîì ïîðÿäêå ðàññìîòðåíèÿ ðåáåð)
2n âåðøèí. Åñëè æå ïðèìåíèòü àëãîðèòì Àïïð_ÂÏ1 ñî ñòð. 4', òî â C ìîãóò ïîïàñòü âñå
âåðøèíû èç Y . Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííîå ïîêðûòèå áóäåò â O(log n) ðàç õóæå ìèíèìàëüíîãî.

Âñå æå èäåþ äîáàâëåíèÿ â C îäíîãî êîíöà äëÿ êàæäîãî ðàñìàòðèâàåìîãî ðåáðà ìîæíî
èñïîëüçîâàòü, åñëè ýòîò êîíåö âûáèðàòü �ñëó÷àéíî�. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé ïîðÿäîê ðåáåð
ãðàôà G = (V,E), E = {e1, . . . , em}. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì.

Àëãîðèòì Àïïð_ÂÏ_âåð.
Âõîä:G = (V,E = {e1, . . . , em}) � íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô.
Âûõîä: C � âåðøèííîå ïîêðûòèå äëÿ G.

1. C := ∅;
2. WHILE E 6= ∅ DO
3. { âçÿòü ïåðâîå ïî ñïèñêó ðåáðî ei = (u, v) èç E;
4. ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.5 âûáðàòü â êà÷åñòâå x îäíó èç âåðøèí u, v;
5. C := C ∪ {x};
6. E := E \ {(z, y) | (z = x) OR (y = x)};
7. };
8. Return(C).

Òåîðåìà 9.2. Àëãîðèòì Àïïð_ÂÏ_âåð ïî ãðàôó G = (V,E) ñòðîèò åãî âåðøèííîå ïî-
êðûòèå C, êîòîðîå â ñðåäíåì áîëüøå ìèíèìàëüíîãî âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ íå áîëåå ÷åì â äâà
ðàçà. Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà Àïïð_ÂÏ_âåð � O(|V |+ |E|).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ðåáðî óäàëÿåòñÿ èç E â ñòð. 6 òîëüêî, êîãäà îäèí èç åãî êîíöîâ
ïîïàë â C, à ïîñëå çàâåðøåíèÿ ðàáîòû àëãîðèòìà E = ∅, òî C ÿâëÿåòñÿ âåðøèííûì ïîêðûòèåì.
Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå ìèíèìàëüíîå âåðøèííîå ïîêðûòèå C∗ = {x1, . . . , xk} ⊆ V . Èç êàæäîé
ïàðû âåðøèí u, v, ðàññìàòðèâàþùåéñÿ â ñòð. 3, ïî êðàéíåé ìåðå îäíà âõîäèò â C∗. Âåðîÿòíîñòü
åå óñïåøíîãî âûáîðà â ñòð. 4 â êà÷åñòâå x ðàâíà 0.5. Ïîýòîìó ñðåäíåå ÷èñëî ïîïûòîê äëÿ k
òàêèõ óñïåøíûõ âûáîðîâ ðàâíî 2k. Íî ýòî è åñòü ñðåäíèé ðàçìåð C. �

Åùå îäíà �åñòåñòâåííàÿ� ýâðèñòèêà äëÿ ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ ñîñòî-
èò â ïîî÷åðåäíîì âûáîðå è óäàëåíèè âåðøèí ìàêñèìàëüíîé (îñòàâøåéñÿ) ñòåïåíè. Ïðè ýòîì
íà êàæäîì øàãå ïîìåùàåìàÿ â ïîêðûòèå âåðøèíà áóäåò �ïîêðûâàòü� ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå
÷èñëî îñòàâøèõñÿ ðåáåð. Îäíàêî è ýòà ýâðèñòèêà �ïðîâàëèâàåòñÿ� íà ãðàôàõ Bn. Äåéñòâèòåëü-
íî, ñîãëàñíî åé íà ïåðâîì ýòàïå â ïîêðûòèå ïîïàäóò âåðøèíû èç Yn, íà âòîðîì ýòàïå ìîãóò
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ïîïàñòü âåðøèíû èç Yn−1, íà òðåòüåì � âåðøèíû èç Yn−2 è ò.ä. Â ðåçóëüòàòå ïîñòðîåííîå
ïîêðûòèå áóäåò ñîäåðæàòü âñå âåðøèíû èç Y è îêàæåòñÿ â O(log n) ðàç áîëüøå ìèíèìàëüíîãî.

9.2 Àïïðîêñèìàöèè äëÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà

Â ðàçäåëå 8.5 ìû óñòàíîâèëè NP-ïîëíîòó çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ ÊÎÌÌÈÂÎßÆÅÐ. Â ýòîì �
ìû ðàññìîòðèì åå êàê çàäà÷ó îïòèìèçàöèè:
íàéòè öèêë ìèíèìàëüíîé äëèíû (ñòîèìîñòè, âåñà), ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âñå âåðøèíû ïîëíîãî
íàãðóæåííîãî íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G = (V,E = V × V ) ñ ìàòðèöåé äëèí ðåáåð C =
(cij), 1 ≤ i, j,≤ |V |) .

Çàìåòèì, ÷òî ìû âñåãäà ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ïîëíûå ãðàôû, ïîëîæèâ äëèíó îòñóòñòâóþ-
ùèõ ðåáåð ðàâíîé ∞ ( èëè ÷èñëó ïðåâîñõîäÿùåìó ñóììó äëèí âñåõ �íàñòîÿøèõ� ðåáåð).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç OPTK(C) äëèíó êðàò÷àéøåãî ãàìèëüòîíîâà ïóòè â ãðàôå ñ ìàòðèöåé
ðàññòîÿíèé C, à ÷åðåç AK(C) � äëèíó ãàìèëüòîíîâà ïóòè, âûäàâàåìîãî àëãîðèòìîì A. Êàê
ïîêàçûâàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, çàäà÷à êîììèâîÿæåðà íå äîïóñêàåò íèêàêîé ñêîëü-íèáóäü
ýôôåêòèâíîé ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìàöèè.

Òåîðåìà 9.3. Åñëè P 6= NP , òî äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè f(n) = cn (c - êîíñòàíòà) äëÿ çàäà÷è
ÊÎÌÌÈÂÎßÆÅÐà íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîãî àïïðîêñèìàöèîííîãî àëãîðèòìà A, ó
êîòîðîãî äëÿ âñÿêîé ìàòðèöû ðàññòîÿíèé C ìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

AK(C) ≤ f(n)OPTK(C)

(ò.å. ëþáîé àëãîðèòì, ðàáîòàþùèé â ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, äëÿ íåêîòîðûõ ãðàôîâ âûäàåò
ðåçóëüòàò â ýêñïîíåíòó ðàç õóæå îïòèìàëüíîãî).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçìåíèì íåìíîãî ñâåäåíèå çàäà÷è ÃÀÌ_ÖÈÊË èç äîêàçàòåëüñòâà òåî-
ðåìû 8.7.

Ïóñòü G = (V,E) � íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ n âåðøèíàìè. Îïðåäåëèì ïî íåìó ïîëíûé
íàãðóæåííûé ãðàô G′ = (V,E′ = V × V ) ñî ñëåäóþùåé ôóíêöèåé äëèíû ðåáåð:

c(u, v) =

{
1, åñëè (u, v) ∈ E
nf(n), åñëè (u, v) 6∈ E.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî åñëè â ãðàôå G èìååòñÿ ãàìèëüòîíîâ öèêë
òî â ãðàôå G′ èìååòñÿ ãàìèëüòîíîâ öèêë äëèíû n, à åñëè â G íåò ãàìèëüòîíîâà öèêëà, òî â G′

êðàò÷àéøèé ïóòü êîììèâîÿæåðà èìååò äëèíó íå ìåíüøå nf(n)+n−1. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ðåáðà (u, v) ∈ E′ äâîè÷íàÿ çàïèñü åãî äëèíû èìååò ðàçìåð |c(u, v)| ≤ |nf(n)| ≤ 1 + log2(ncn) =
O(n log n). Ïîýòîìó ïðåîáðàçîâàíèå G â G′ ìîæíî âûïîëíèòü çà ïîëèíîìèàëüíîå (îò n) âðåìÿ.

Åñëè áû äëÿ çàäà÷è ÊÎÌÌÈÂÎßÆÅÐà ñóùåñòâîâàë ïîëèíîìèàëüíûé àïïðîêñèìàöèîí-
íûé àëãîðèòì A îøèáàþùèéñÿ íå áîëåå ÷åì â f(n) ðàç, òî ïî åãî ðåçóëüòàòó äëÿ ãðàôà G′

ìîæíî áûëî áû ñóäèòü î íàëè÷èè èëè îòñóòñòâèè ãàìèëüòîíîâà öèêëà â G. À èìåííî, ïðè îò-
âåòå A(G′) < nf(n)+n−1 â G ãàìèëüòîíîâ öèêë åñòü, à ïðè A(G′) ≥ nf(n)+n−1 òàêîãî öèêëà
íåò. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîãëè áû ðåøèòü NP-ïîëíóþ çàäà÷ó ÃÀÌ_ÖÈÊË çà ïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ, èç ÷åãî ñëåäîâàëî áû, ÷òî P = NP �

Çàìåòèì, ÷òî ãðàôû, ê êîòîðûì ïðîèñõîäèò ñâåäåíèå â ýòîé òåîðåìå íå óäîâëåòâîðÿþò
íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà, êîòîðîå âûïîëíÿëîñü äëÿ ãðàôîâ èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 8.7.
Åñëè æå îãðàíè÷èòüñÿ êëàññîì ãðàôîâ G = (V,E) ñ äëèíàìè ðåáåð c : E → R+, äëÿ êîòîðûõ
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, ò.å. äëÿ ëþáûõ òðåõ âåðøèí u,w, v ∈ V c(u, v) ≤ c(u,w)+
c(w, v), òî âîçìîæíû àïïðîêñèìàöèè çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, êîòîðûå äàþò îáõîäû, êîòîðûå
õóæå îïòèìàëüíîãî â ëîãàðèôì èëè äàæå â êîíñòàíòó ðàç.

91



Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ýâðèñòèêó �áëèæàéøåãî ñîñåäà�, êîòîðîé, ïî-âèäèìîìó, ïîëüçóåòñÿ
áîëüøèíñòâî ëþäåé ïðè íåáõîäèìîñòè îáîéòè áîëüøîå ÷èñëî ìàãàçèíîâ. Îñíîâàííûé íà ýòîé
ýâðèñòèêå àëãîðèòì NN (Nearest Neighbor - áëèæàéøèé ñîñåä), íà÷àâ îáõîä ñ íåêîòîðîé âåð-
øèíû v ∈ V , äàëåå âñÿêèé ðàç âûáèðàåò â êà÷åñòâå ñëåäóþùåé âåðøèíû îáõîäà òó, èç åùå íå
ïîñåùåííûõ âåðøèí, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ áëèæå âñåãî ê ïîñëåäíåé ïîñåùåííîé âåðøèíå. Òàêèì
îáðàçîì, ïóòü v = v1, v2, . . . , vk (k < n) ïðîäîëæàåòñÿ òàêîé âåðøèíîé vk+1 ∈ V \{v1, v2, . . . , vk},
÷òî c(vk, vk+1) = min{c(vk, v′) | v′ ∈ V \ {v1, v2, . . . , vk}}.

Ñëîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ïóòè êîììèâîÿæåðà ýòèì àëãîðèòìîì, î÷åâèäíî, îöåíèâàåòñÿ êàê
Θ(n2). Â ðàáîòå [24] áûëè ïîëó÷åíû ëîãàðèôìè÷åñêèå îöåíêè êà÷åñòâà ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ýòîãî
àëãîðèòìà.

Òåîðåìà 9.4. (1) Äëÿ ëþáîé n × n-ìàòðèöû ðàññòîÿíèé C, óäîâëåòâîðÿþùåé íåðàâåíñòâó
òðåóãîëüíèêà, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

NN(C) ≤ 1

2
(dlog2 ne+ 1)OPT (C).

(2) Äëÿ ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ n ñóùåñòâóþò n × n-ìàòðèöû C, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåí-
ñòâó òðåóãîëüíèêà, äëÿ êîòîðûõ

NN(C) >
1

3
(log2(n+ 1) +

4

3
)OPT (C).

Åùå îäíà �æàäíàÿ� ýâðèñòèêà äëÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà MF, êîòîðóþ èíîãäà íàçûâà-
þò ìóëüòè-ôðàãìåíòíîé, àíàëîãè÷íà ýâðèñòèêå, èñïîëüçîâàííîé â ïîñòðîåíèè ìèíèìàëüíîãî
îñòîâíîãî äåðåâà àëãîðèòìîì Êðóñêàëà. Âíà÷àëå â èñêîìûé ãàìèëüòîíîâ ïóòü ïîìåùàåì ñà-
ìîå êîðîòêîå ðåáðî, à çàòåì íà î÷åðåäíîì øàãå äîáàâëÿåì ê óæå âûáðàííîìó ïîäìíîæåñòâó
ðåáåð ñàìîå êîðîòêîå èç îñòàâøèõñÿ ðåáåð, êîòîðîå íå íàðóøàåò ãàìèëüòîíîâîñòè (ò.å. íå ïðè-
âîäèò ê ïîÿâëåíèþ âåðøèí ñòåïåíè 3). Ýòîò àëãîðèòì, î÷åâèäíî, ìîæíî ðåàëèçîâàòü çà âðåìÿ
Θ(n2 log n). À îöåíêè êà÷åñòâà ïîëó÷àåìûõ èì ðåøåíèé òàêèå æå, êàê è äëÿ àëãîðèòìà NN,
ò.å. ïîëó÷àåìûé ðåçóëüòàò MF (C) ìîæåò áûòü õóæå îïòèìàëüíîãî â O(log n) ðàç.

Áîëåå òî÷íûå ïðèáëèæåííûå àëãîðèòìû áûëè ïðèâåäåíû â óïîìÿíóòîé ðàáîòå Ðîçåíêðàí-
öà, Ñòèðíçà è Ëüþèñà [24].

Îäèí èç íèõ îñíîâàí íà íèæíåé îöåíêå äëèíû îïòèìàëüíîãî ïóòè êîììèâîÿæåðà ÷åðåç
ðàçìåð ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè èç ëþáîãî ãàìèëüòîíîâà öèêëà
óäàëèòü îäíî ðåáðî, òî ïîëó÷èâøèéñÿ ïóòü áóäåò ñîäåðæàòü âñå âåðøèíû ãðàôà è, ñëåäîâà-
òåëüíî, áóäåò îäíèì èç åãî îñòîâíûõ äåðåâüåâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç MST (C) âåñ ìèíèìàëüíî-
ãî îñòîâíîãî äåðåâà ãðàôà ñ ìàòðèöåé ðàññòîÿíèé C. Òîãäà èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî
OPT (C) ≥MST (C).

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì 2ÌÎÄ, êîòîðûé èñïîëüçóåò äâîéíîé îáõîä ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãî
äåðåâà. Îí ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1. Ïî ìàòðèöå äëèí ðåáåð C èñõîäíîãî ãðàôà ñ n âåðøèíàìè ïîñòðîèòü åãî ìèíèìàëüíîå
îñòîâíîå äåðåâî T = (V,E) (çìåòèì, ÷òî |E| = n− 1).

2. Çàìåíèòü â íåì êàæäîå íåîðèåíòèðîâàííîå ðåáðî (u, v) ∈ E äâóìÿ ïðîòèâîïîëîæíî íà-
ïðàâëåííûìè îðèåíòèðîâàííûìè ðåáðàìè (u, v) è (v, u). Îáîçíà÷èì ïîëó÷èâøèéñÿ îðèåíòèðî-
âàííûé ãðàô ÷åðåç T2.

3. Â ãðàôå T2 ïîëóñòåïåíè çàõîäà è èñõîäà êàæäîé âåðøèíû ðàâíû 1. Ïîýòîìó â íåì ñó-
ùåñòâóåò Ýéëåðîâ öèêë, âêëþ÷àþùèé âñå ðåáðà. Âûáðàâ ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó â êà÷åñòâå
èñõîäíîé, ïîñòðîèòü â T2 Ýéëåðîâ öèêë. Ïóñòü ýòî ïóòü pe = v1, v2, . . . , v2n−1(= v1).

4. Ïðåâðàòèòü pe â ãàìèëüòîíîâ öèêë pg = u1, u2, . . . , un+1(= u1) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
a) u1 = v1

b) Ïóñòü äëÿ 1 < i < n óæå îïðåäåëåí íà÷àëüíûé îòðåçîê ïóòè pg, âêëþ÷àþùèé i− 1 ðåáðî ñ
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âåðøèíàìè u1, . . . , ui è ui = vj . Òîãäà â êà÷åñòâå ui+1 âûáåðåì ñëåäóþùóþ åùå íå ïðîéäåííóþ
âåðøèíó èç pe, ò.å. ui+1 = vk, ãäå k = min{l | (l > j) ∧ (vl /∈ {u1, . . . , ui}) } è ïðîäîëæèì pg
ðåáðîì (ui, ui+1) = (vj , vk).
c) Çàâåðøèì ïóòü pg ðåáðîì èç un â un+1 = v1.

Òåîðåìà 9.5. Äëÿ ëþáîé n×n-ìàòðèöû ðàññòîÿíèé C, óäîâëåòâîðÿþùåé íåðàâåíñòâó òðå-
óãîëüíèêà, àëãîðèòì 2ÌÎÄ ñòðîèò ìàðøðóò êîììèâîÿæåðà íå áîëåå ÷åì â 2 ðàçà ïðåâî-
õîäÿùèé ïî äëèíå îïòèìàëüíûé, ò.å.

2ÌÎÄ(C) ≤ 2OPT (C).

Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà 2ÌÎÄ íå ïðåâîñõîäèò O(n2 log n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò, ÷òî äëèíà êàæäîãî
ðåáðà (ui, ui+1), ïîìåùàåìîãî â ïóòü pg â ïóíêòàõ 4(b) è 4(c), íå ïðåâîñõîäèò äëèíó ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ó÷àñòêà vj , . . . , vk ïóòè pe. Ïîýòîìó äëèíà âñåãî ïóòè pg íå ïðåâîñõîäèò äëèíó pe.
Îòñþäà èìååì, 2ÌÎÄ(C) = c(pg) ≤ c(pe) = 2MST (C) ≤ 2OPT (C).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà ìîæíî èñïîëüçîâàòü, íàïðèìåð, àëãîðèòì
Êðóñêàëà èìåþùèé ñëîæíîñòü O(n2 log n) (ñì. òåîðåìó 4.1). Ïîñòðîåíèå Ýéëåðîâà öèêëà (çàäà-
÷è 2.13 è 2.14), åãî �óäâîåíèå� è ïðåîáðàçîâàíèå â ãàìèëüòîíîâ öèêë â ïóíêòàõ 2-4 âûïîëíÿþòñÿ
çà âðåìÿ O(|E|) = O(n2). �

Çàìåòèì, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà íàèáîëåå
ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà Ïðèìà (ñì. çàäà÷ó 4.6), âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà 2ÌÎÄ
íå ïðåâîñõîäèò O(n2).

Êðèñòîôèäèñ ïîêàçàë, ÷òî, èñïîëüçóÿ ìèíèìàëüíûå îñòîâíûå äåðåâüÿ è ìèíèìàëüíûå ïàðî-
ñî÷åòàíèÿ, ìîæíî ïîñòðîèòü áîëåå òî÷íîå ïðèáëèæåíèå ê îïòèìàëüíîìó ïóòè êîììèâîÿæåðà.
Íàïîìíèì, ÷òî ñîâåðøåííûì ïàðîñî÷åòàíèåì âî âçåøåííîì ãðàôå G = (V,E) ñ ìàòðèöåé ðàñ-
ñòîÿíèé C íàçûâàåòñÿ òàêîå ïîäìíîæåñòâî ðåáåð M ⊂ E, ÷òî íèêàêèå äâà èç íèõ íå èìåþò
îáùèõ êîíöîâ è âñå âåðøèíû èç V ÿâëÿþòñÿ êîíöàìè ðåáåð èç M . Ìèíèìàëüíûì íàçûâàåòñÿ
ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå íàèìåíüøåãî âåñà (ñì. ïóíêò 7.4.1).

Àëãîðèòì ÌÎÄ-ÌÏ ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì.
1. Ïî ìàòðèöå äëèí ðåáåð C èñõîäíîãî ãðàôà ñ n âåðøèíàìè ïîñòðîèì åãî ìèíèìàëüíîå

îñòîâíîå äåðåâî T = (V,E) (çìåòèì, ÷òî |E| = n− 1).
2. Â äåðåâå T = (V,ET ) âûäåëèì ïîäìíîæåñòâî âåðøèí íå÷åòíîé ñòåïåíè V ′3 Ðàññìîòðèì

ïîëíûé ïîäãðàô G′ ãðàôà G íà âåðøèíàõ V ′ è ïîñòðîèì äëÿ íåãî ìèíèìàëüíîå ñîâåðøåííîå
ïàðîñî÷åòàíèå M .

3. Ïóñòü ìóëüòèãðàô T1 = (V,E1), ãäå ìíîæåñòâî ðåáåð E1 âêëþ÷àåò âñå ðåáðà èç ET è èç
M (íåêîòîðûå ðåáðà ìîãóò âõîäèòü â E1 äâàæäû). Ñòåïåíè âñåõ âåðøèí â T1 ÷åòíû. Ïîñòðîèì
â íåì Ýéëåðîâ öèêë pe.

4. Ïðåâðàòèì pe â ãàìèëüòîíîâ öèêë pg òàê, êàê ýòî ñäåëàíî â ï. 4 àëãîðèòìà 2ÌÎÄ.

Òåîðåìà 9.6. Äëÿ ëþáîé n×n-ìàòðèöû ðàññòîÿíèé C, óäîâëåòâîðÿþùåé íåðàâåíñòâó òðå-
óãîëüíèêà, àëãîðèòì ÌÎÄ-ÌÏ ñòðîèò ìàðøðóò êîììèâîÿæåðà íå áîëåå ÷åì â 3/2 ðàçà
ïðåâîcõîäÿùèé ïî äëèíå îïòèìàëüíûé, ò.å.

ÌÎÄ-ÌÏ(C) ≤ 3

2
OPT (C).

Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ÌÎÄ-ÌÏ íå ïðåâîñõîäèò O(n4).

3Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî âåðøèí |V ′| ÷åòíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî c(M) =
∑

e∈M c(e) ≤ 1
2 OPT (C). Äåéñòâèòåëüíî,

ïóñòü pmin � ìèíèìàëüíûé ãàìèëüòîíîâ öèêë. Óäàëèì èç íåãî âåðøèíû èç V \ V ′, ïðåâðàòèâ
òàêèì îáðàçîì â ãàìèëüòîíîâ öèêë p′ äëÿ ïîäãðàôà G′. Èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò,
÷òî c(p′) ≤ c(pmin). Ðåáðà öèêëà p′ ðàçáèâàþòñÿ íà äâà ñîâåðøåííûõ ïàðîñî÷åòàíèÿ. Ïî êðàé-
íåé ìåðå âåñ îäíîãî èç íèõ íå ïðåâîñõîäèò 1

2 c(p
′). Íî òîãäà è âåñ ìèíèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ

c(M) íå ïðåâîñõîäèò 1
2 c(p

′) ≤ 1
2 c(pmin) = 1

2 OPT (C).
Òåïåðü èç ýòîãî íåðàâåíñòâà è èç òîãî, ÷òî ÌÎÄ-ÌÏ(C) = c(pg) ≤ c(pe) + c(M) è c(pe) ≤

OPT (C) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Îñíîâíîé âêëàä â ñëîæíîñòü âíîñèò ïîñòðîåíèå ìèíèìàëüíîãî ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ

â ï. 2. Åãî ìîæíî ïîñòðîèòü çà âðåìÿ O(|V |4), èñïîëüçóÿ àëãîðèòì, ïðåäëîæåííûé Ýäìîíäñîì
è Äæîíñîíîì (ñì. íàïðèìåð, [5], ãëàâà 12, [10], ãëàâà 11)4 �

Îòìåòèì òàêæå ýâðèñòèêè ëîêàëüíîãî óëó÷øåíèÿ ìàðøðóòà: 2-Opt, 3-Opt, . . ., k-Opt. Àëãî-
ðèòì 2-Opt, èìåÿ íåêîòîðûé ìàðøðóò êîììèâîÿæåðà, ðàññìàòðèâàåò âñåâîçìîæíûå ïàðû åãî
ðåáåð (a, b) è (c, d) è ïûòàåòñÿ èõ ïåðåêîììóòèðîâàòü � çàìåíèòü íà ïàðó (a, d), (b, c). Àëãîðèòì
3-Opt àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïûòàåòñÿ óëó÷øèòü òåêóùèé ìàðøðóò, ðàññìòàðèâàÿ âñå òðîéêè
ðåáåð, à àëãîðèòì k-Opt � âñå ïîäìíîæåñòâà èç k ðåáåð òåêóùåãî ìàðøðóòà. Ïðè ýòîì äàæå
÷èñëî âàðèàíòîâ, ðàññìàòðèâàåìûõ äëÿ ïðîâåðêè ëîêàëüíîé îïòèìàëüíîñòè, èìååò ïîðÿäîê
O(nk), ïîýòîìó íà ïðàêòèêå èñïîëüçóþò ýòè ýâðèñòèêè ïðè k = 2, 3.

Ïðèâåäåííûå âûøå, à òàêæå è ìíîãèå äðóãèå àëãîðèòìû ïðèáëèæåííîãî ïîèñêà ìàðøðó-
òà êîììèâîÿæåðà ïîäâåðãàëèñü èíòåíñèâíîé ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêå íà ðàçíûõ êëàññàõ
ãðàôîâ. Â ÷àñòíîñòè, îêàçàëîñü, ÷òî íà ñëó÷àéíûõ ãðàôàõ ñ Ýâêëèäîâîé ìåòðèêîé è ÷èñëîì
âåðøèí ïîðÿäêà 105 àëãîðèòì NN îøèáàåòñÿ íå áîëåå, ÷åì íà 25%, àëãîðèòì MF � íå áîëåå,
÷åì íà 15%, àëãîðèòì Êðèñòîôèäåñà äàåò òî÷íîñòü ïîðÿäêà 10%, àëãîðèòì 2-Opt � 5%, àëãî-
ðèòì 3-Opt � 3% (ëîêàëüíûå àëãîðèòìû óëó÷øàëè ðåçóëüòàòû àëãîðèòìà MF). Ïðè ýòîì äëÿ
äîñòèæåíèÿ óêàçàííûõ ðåçóëüòàòîâ 2-Opt è 3-Opt äëÿ áîëüøèõ ãðàôîâ îí òðàòÿò â 2-3 ðàçà
áîëüøå âðåìåíè, ÷åì áîëåå ïðîñòûå ýâðèñòèêè NN è MF, à àëãîðèòì Êðèñòîôèäåñà äàæå â
ñîòíè ðàç.

9.3 Ìåòîä �âåòâåé è ãðàíèö� äëÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà

Ðàññìîòðèì íà ïðèìåðå çàäà÷è êîììèâîÿæåðà îäèí èç ìåòîäîâ �èíòåëëåêòóàëüíîãî� ïåðåáîðà
� ìåòîä �âåòâåé è ãðàíèö�. Àëãîðèòìû ýòîãî òèïà ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíûõ ðåøå-
íèé îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷. Â õóäøåì ñëó÷àå îíè ïðîèçâîäÿò ïîëíûé ïåðåáîð âàðèàíòîâ äëÿ
ïîèñêà íàèëó÷øåãî èç íèõ è ïîýòîìó òðåáóþò ýêñïîíåíöèàëüíîãî (îò ðàçìåðà âõîäà) âðåìåíè.
Íî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ÷èñëî ðàññìàòðèâàåìûõ âàðèàíòîâ óäàåòñÿ ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé çàäà÷è A òðåáóåòñÿ èç áîëüøîãî ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ
ðåøåíèé SOL âûáðàòü ðåøåíèå s ñ ìèíèìàëüíûì âåñîì (äëèíîé, ñòîèìîñòüþ) c(s). Ïðåäïî-
ëîæèì òàêæå, ÷òî SOL åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå äåðåâà T , êàæäîé âåòâè
êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîå ðåøåíèå. Ïðè ýòîì êàæäîé âåðøèíå v äåðåâà T ñîîòâåòñòâó-
åò íåêîòîðàÿ ïîäçàäà÷à, ðåøåíèå êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ïóòåì èç êîðíÿ â v, è èìååòñÿ ëåãêî
âû÷èñëÿåìàÿ ôóíêöèÿ B(v), êîòîðàÿ çàäàåò íèæíþþ ãðàíèöó êà÷åñòâà ðåøåíèé s, ïðîõîäÿ-
ùèõ ÷åðåç v, ò.å. c(s) ≥ B(v). Â ïåðåìåííîé ÒÅÊ-ÌÈÍ áóäåò õðàíèòüñÿ ìèíèìàëüíûé âåñ
óæå ðàññìîòðåííûõ ðåøåíèé. Àëãîðèòì îñóùåñòâëÿåò îáõîä äåðåâà T â ãëóáèíó. Ïðè ýòîì ïðè
äîñòèæåíèè ëèñòà è ïîñòðîåíèè íåêîòîðîãî �ïîëíîãî� ðåøåíèÿ s îïðåäåëÿåòñÿ åãî âåñ c(s), êî-
òîðûé â ñëó÷àå c(s) < ÒÅÊ-ÌÈÍ ñòàíîâèòñÿ íîâûì çíà÷åíèåì ìèíèìóìà. Ïåðåä ïåðåõîäîì
â íîâóþ âåðøèíó u âû÷èñëÿåòñÿ B(u) è, åñëè B(u) ≥ÒÅÊ-ÌÈÍ, òî ïåðåõîä â u (è, ñëåäîâà-
òåëüíî, ïðîñìîòð ðåøåíèé èç ïîääåðåâà ñ êîðíåì u) íå îñóùåñòâëÿåòñÿ. ßñíî, ÷òî ïðè ýòîì
ìèíèìàëüíîå ðåøåíèå ïîòåðÿíî íå áóäåò.

4Ïðè áîëåå ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè ïîñòðîåíèå ìèíèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ ìîæíî âûïîëíèòü çà âðåìÿ
O(|V |4) ( (ñì.[10]) .
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Ïóñòü G = (V,E) � íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ n âåðøèíàìè è äëèíàìè ðåáåð c. Çàôèêñè-
ðóåì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó a ∈ V . Â êà÷åñòâå T = (VT , ET ) ðàññìîòðèì äåðåâî âñåõ ïðîñòûõ
ïóòåé, íà÷èíàþùèõñÿ â a. Åãî âåðøèíû ïîìå÷åíû âåðøèíàìè èç V . Êîðåíü èìååò ìåòêó a.
Ïóñòü â âåðøèíó w ∈ VT ñ ìåòêîé v ∈ V âåäåò èç êîðíÿ ïóòü, ìåòêè âåðøèí êîòîðîãî îáðà-
çóþò ïîäìíîæåñòâî âåðøèí Vw ⊂ V . Òîãäà w ñîåäèíåíà èñõîäÿùèìè ðåáðàìè ñ âåðøèíàìè T ,
ïîìå÷åííûìè {u | (v, u) ∈ E}∩ (V \Vw). Êàæäàÿ âåòâü äåðåâà T äëèíû n, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãà-
ìèëüòîíîâó ïóòè s = (a = v1, v2, . . . , vn) â G, ïðè íàëè÷èè ðåáðà (vn, a) ∈ E çàäàåò âîçìîæíûé
ìàðøðóò êîììèâîÿæåðà âåñà c(s) =

∑
ci=n
i=1 (vi, vi+1(modn)). Áîëåå êîðîòêèå âåòâè T � ñîîòâåò-

ñòâóþò ïðîñòûì ïóòÿì G, êîòîðûå íåëüçÿ ïðîäîëæèòü äî ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ. Èìåþòñÿ
ðàçíûå ñïîñîáû îïðåäåëåíèÿ íèæíåé îöåíêè B(w) âåñà ìàðøðóòîâ êîììèâîÿæåðà, ïðîõîäÿ-
ùèõ ÷åðåç âåðøèíó w ∈ VT . Ìû ðàññìîòðèì îäèí èç ñàìûõ ïðîñòûõ. Ïóñòü â w èç êîðíÿ âåäåò
ïóòü, ñîîòâåòñòâóþùèé ïóòè s = (a = v1, v2, . . . , vk = b), k < n, â G. Òîãäà Vw = {v1, . . . , vk}
è âñÿêèé ãàìèëüòîíîâ ïóòü s′, ïðîäîëæàþùèé s áóäåò âêëþ÷àòü âñå âåðøèíû èç ìíîæåñòâà
V ′ = V \ Vw. Âåñ ó÷àñòêà ýòîãî ïóòè, ïðîõîäÿùåãî ïî V ′, íå ìåíüøå âåñà MST (G′) ìèíèìàëü-
íîãî îñòîâíîãî äåðåâà ïîäãðàôà G′ ãðàôà G, âêëþ÷àþùåãî âñå âåðøèíû èç V ′ è ñîåäèíÿþùèå
èõ ðåáðà èç E. Ïîýòîìó âåñ ëþáîãî ìàðøðóòà êîììèâîÿæåðà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç w, áóäåò íå
ìåíüøå âåëè÷èíû

B(w) = B(s) = c(s) +MST (G′) + min{c(b, u) | u ∈ V ′}+ min{c(u, a) | u ∈ V ′}.

Çàìåòèì, ÷òî íà ñàìîì äåëå îöåíêà B(w) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïóòåì s â ãðàôå G. Ïîýòîìó
â ïðèâåäåííîì íèæå àëãîðèòìå âåðøèíû w äåðåâà T â ÿâíîì âèäå íå ó÷àñòâóþò, à ïåðåáîð
âåäåòñÿ ïî ïóòÿì s â ãðàôå G.

Òåïåðü ìåòîä �âåòâåé è ãðàíèö� äëÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà ìîæíî óòî÷íèòü ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì.

Àëãîðèòì ÊÎÌ-ÂÃ
Âõîä : G = (V,E) � (íå)îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ïðåäñòàâëåííûé ñïèñêàìè ñìåæíîñòè âèäà

Lv = (w1, c(v, w1)), . . . , (wk(v), c(v, wk(v)), ãäå w1, . . . , wk(v) � ýòî âñå âåðøèíû, â êîòîðûå èç v
âåäóò ðåáðà, à c(v, wi) � äëèíà ðåáðà (v, wi), è èñõîäíàÿ âåðøèíà a ∈ V.

1. Áûñòðî ïîñòðîèòü íåêîòîðûé ìàðøðóò êîììèâîÿæåðà s, íà÷èíàþùèéñÿ â a;
2. ÎÏÒ-ÏÓÒÜ := s;
3. ÒÅÊ-ÌÈÍ := c(s);
4. v := a; s := ε;
5. ÎÏÒ_ÏÎÈÑÊ(v,s)

Procedure ÎÏÒ_ÏÎÈÑÊ(v,s )
Âõîä : v � òåêóùàÿ âåðøèíà äåðåâà, s ïóòü èç êîðíÿ â v.

6. W := {w | w âõîäèò â ïóòü s};
7. IF W = V % s � ãàìèëüòîíîâ ïóòü
8. THEN
9. { c := c(s) + c(v, a); % c � âåñ òåêóùåãî ìàðøðóòà
10. IF c < ÒÅÊ-ÌÈÍ
11. THEN { ÒÅÊ-ÌÈÍ := c; ÎÏÒ-ÏÓÒÜ := s} % íîâûé îïòèìóì
12. }
13. ELSE
14. { L := {u | (v, u) ∈ E} \W ;
15. FOR EACH u ∈ L DO
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16. { s := s, (v, u);
17. V ′ := V \ (W ∪ {u});
18. G′ := ïîäãðàô G, ïîðîæäåííûé V ′;
19. B(s) := c(s) +MST (G′) + min{c(b, u) | u ∈ V ′}+ min{c(u, a) | u ∈ V ′};
20. IF B(s) <ÒÅÊ-ÌÈÍ
21. THEN ÎÏÒ_ÏÎÈÑÊ(u,s )
22. } }.

Çàìåòèì, ÷òî â êà÷åñòâå èñõîäíîãî ìàðøðóòà â ñòð. 1 ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîëüíóþ ïåðå-
ñòàíîâêó âåðøèí èç V . Íî ïðàêòè÷åñêàÿ ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà çíà÷èòåëüíî óëó÷øèòñÿ,
åñëè èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîèñêà èñõîäíîãî ïóòè îäèí èç áûñòðûõ ýâðèñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ,
ðàññìîòðåííûõ â ðàçäåëå 8.5. Íàïðèìåð, àëãîðèòì �áëèæàéøåãî ñîñåäà� NN çà âðåìÿ O(n2)
ñòðîèò ìàðøðóò, êîòîðûé õóæå îïòèìàëüíîãî íå áîëåå ÷åì â log n ðàç.

Òåîðåìà 9.7. Àëãîðèòì ÊÎÌ-ÂÃ âñåãäà íàõîäèò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è êîììèâîÿ-
æåðà.

×òî êàñàåòñÿ ñëîæíîñòè ýòîãî àëãîðèòìà, òî íåðåêóðñèâíóþ ÷àñòü âûçîâà ïðîöåäóðû ÎÏÒ_-
ÏÎÈÑÊ(v,s ) ìîæíî âûïîëíèòü çà âðåìÿ O(|E| log |E|) (îñíîâíîé âêëàä âíîñèò âðåìÿ ïîñòðî-
åíèÿ ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà ïðè âû÷èñëåíèè B(s) â ñòð. 19). ×èñëî âûçîâîâ ýòîé
ïðîöåäóðû óìåíüøàåòñÿ çà ñ÷åò ðàííåé ïðîâåðêè óñëîâèÿ â ñòð. 20. Íî ýòî â îáùåì ñëó÷àå íå
ãàðàíòèðóåò ïîëèíîìèàëüíîñòè àëãîðèòìà.

Ïðèìåð 25. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà ÊÎÌ-ÂÃ ê ïîèñêó îïòèìàëüíîãî
ìàðøðóòà êîììèâîÿæåðà íà ãðàôå G, ïîêàçàííîì íà ðèñ. 43.
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Ðèñ. 43: Ãðàô G

Íà ðèñ. 44 ïðåäñòàâëåíî äåðåâî ïóòåé ãðàôà G, êîòîðîå ñòðîèò â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòì
ÊÎÌ-ÂÃ. Ðÿäîì ñ êàæäîé âåðøèíîé w óêàçàíî çíà÷åíèå íèæíåé îöåíêè B(w) ëÿ ýòîé âåðøè-
íû. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî âåðøèíû â ñïèñêàõ ñìåæíîñòè óïîðÿäî÷åíû ëåêñèêîãðàôè÷åñêè. Ïóñòü
èñõîäíîé âåðøèíîé ÿâëÿåòñÿ a, à â êà÷åñòâå èñõîäíîãî ìàðøðóòà â ñòð. 1 âûáðàí îáõîä â àëôà-
âèòíîì ïîðÿäêå: s0 = a, b, c, d, e, f, g, a (ñàìàÿ ëåâàÿ âåòâü äåðåâà). Åãî âåñ c(s0) = 16 ñòàíîâèòñÿ
íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì ÒÅÊ-ÌÈÍ. Çàòåì àëãîðèòì îáíàðóæèâàåò ïóòü s1 = a, b, c, d, e, g, f, a ñ
ìåíüøèì âåñîì c(s1) = 15, êîòîðûé ñòàíîâèòñÿ ñëåäóþùèì çíà÷åíèåì ÒÅÊ-ÌÈÍ. Áëàãîäàðÿ
ýòîé ãðàíèöå îáðûâàþòñÿ ïóòè a, b, f, e è a, b, f, g (ýòîò ïóòü íåâîçìîæíî ïðîäîëæèòü äî ãàìèëü-
òîíîâà ïóòè). Ïîñëå ýòîãî íàõîäèòñÿ ïóòü s2 = a, f, b, c, d, e, g, a ñ âåñîì c(s2) = 12. Áëàãîäàðÿ
ýòîìó çíà÷åíèþ ÒÅÊ-ÌÈÍ ðàññìîòðåíèå âñåõ îñòàëüíûõ ïóòåé îáðûâàåòñÿ íà äîñòàòî÷íî ðàí-
íåé ñòàäèè. Âñåãî â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòì ÊÎÌ-ÂÃ ðàññìàòðèâàåò 10 ïóòåé ïðè èõ îáùåì
÷èñëå â äåðåâå, ðàâíîì 6! = 720.
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Ðèñ. 44: Äåðåâî îáõîäà àëãîðèòìà ÊÎÌ-ÂÃ

9.4 Çàäà÷è

Çàäà÷à 9.1. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì ëèíåéíîé ñëîæíîñòè äëÿ íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî
íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà âåðøèí â íåîðèåíòèðîâàííîì äåðåâå.

Çàäà÷à 9.2. Ïîñòðîéòå "æàäíûé"àëãîðèòì, êîòîðûé íàõîäèò îïòèìàëüíîå âåðøèííîå ïî-
êðûòèå äëÿ ãðàôà, ÿâëÿþùåãîñÿ äåðåâîì, çà ëèíåéíîå âðåìÿ.

Çàäà÷à 9.3. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíè-
ìàëüíîãî ÂÅÐØÈÍÍÎÃÎ ÏÎÊÐÛÒÈß â äâóäîëüíûõ (áèõðîìàòè÷åñêèõ) ãðàôàõ.
Óêàçàíèå. Óñòàíîâèòå ñâÿçü ìåæäó ýòîé çàäà÷åé è çàäà÷åé î ìàêñèìàëüíûõ ïàðîñî÷åòàíèÿõ
â äâóäîëüíûõ ãðàôàõ (ñì. ðàçäåë 7.4). Ðññìîòðèì ñëåäóþùèé àïïðîêñèìàöèîííûé àëãîðèòì
äëÿ ïîñòðîåíèÿ âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ.

1. Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì ïîèñêà â ãëóáèíó ÏÎÃ ïîñòðîèòü ãëóáèííûé ëåñ TG = (V, T ) ãðàôà
G = (V,E).

2. Ïîìåñòèòü â âåðøèííîå ïîêðûòèå C âñå âíóòðåííèå âåðøèíû èç TG.
Äîêàæèòå, ÷òî ïîñòðîåííîå ýòèì àëãîðèòìîì ìíîæåñòâî C ÿâëÿåòñÿ âåðøèííûì ïî-

êðûòèåì äëÿ G è ïðåâîñõîäèò ïî ìîùíîñòè ìèíèìàëüíîå âåðøèííîå ïîêðûòèå íå áîëåå ÷åì
â 2 ðàçà.

Çàäà÷à 9.4. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó k-öåíòðû : äëÿ çàäàííîãî íàãðóæåííîãî íåîðè-
åíòèðîâàííîãî ãðàôà G = (V,E) ñ äëèíàìè ðåáåð c : E → R íàéòè ïîäìíîæåñòâî S ⊆ V
âåðøèí ðàçìåðà |S| = k òàêîå, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà èç V áëèçêà ê íåêîòîðîé âåðøèíå èç S,
ò.å. S ìèíèìèçèðóåò ôóíêöèþ maxv∈V minu∈S c(u, v).

Ðàññìîòðèòå äëÿ ýòîé çàäà÷è æàäíûé àëãîðèòì, êîòîðûé, íà÷àâ ñ ïðîèçâîëüíîé âåðøè-
íû, ïîñëåäîâàòåëüíî äîáàâëÿåò ê S íàèáîëåå äàëåêèå îò S âåðøèíû. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëó-
÷àåìîå òàêèì îáðàçîì ðåøåíèå îòëè÷àåòñÿ îò îïòèìàëüíîãî íå áîëåå, ÷åì â 2 ðàçà.

Çàäà÷à 9.5. Äëÿ íàãðóæåííîãî ãðàôà G, ïðåäñòàâëåííîãî ìàòðèöåé C, îïðåäåëèòå ãàìèëü-
òîíîâ ïóòü pNN , èñïîëüçóÿ àëãîðèòì NN (áëèæàéøåãî ñîñåäà) è ãàìèëüòîíîâ ïóòü p2MOD,
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èñïîëüçóÿ àëãîðèòì 2MOD (ñ äâîéíûì îáõîäîì ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà). Ñðàâíèòå
ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñ äëèíîé 12 ìèíèìàëüíîãî ïóòè.

C =



0 3 10 10 10 2 1
3 0 2 12 12 2 10
10 2 0 1 10 12 6
10 12 1 0 2 12 10
10 12 10 2 0 5 3
2 1 12 12 5 0 2
1 10 60 10 3 2 0


Çàäà÷à 9.6. Çàäà÷à k-ïîñòàâùèêîâ àíàëîãè÷íà ïðåäûäóùåé çàäà÷å. Â íåé äîïîëíèòåëüíî
çàäàíî ðàçáèåíèå âåðøèí ãðàôà G = (V,E); c : E →, R íà ìíîæåñòâî ïîñòàâùèêîâ F ⊆ V
è ìíîæåñòâî ïîòðåáèòåëåé D = V \ F . Òðåáóåòñÿ íàéòè ïîäìíîæåñòâî ïîñòàâùèêîâ S ⊆
F, |S| = k, êîòîëðîå S ìèíèìèçèðóåò ôóíêöèþ maxv∈D minu∈S c(v, u).

Ïðåäîëæèòå äëÿ ýòîé çàäà÷è àïïðîêñèìàöèîííûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, êîòîðûé
ñòðîèò ðåøåíèå, îòëè÷àþùååñÿ îò îïòèìàëüíîãî íå áîëåå, ÷åì â 3 ðàçà.

Çàäà÷à 9.7. Çàäà÷à k-ÌÍÎÆÅÑÒÂÅÍÍÎÅ ÑÅ×ÅÍÈÅ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïî
íåîðèåíòèðîâàííîìó ãðàôó G = (V,E) è ìíîæåñòâó k òåðìèíàëüíûõ âåðøèí v1, v2, . . . , vk ∈
V íàéòè ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî ðåáåð èç E, óäàëåíèå êîòîðûõ îñòàâèò âñå òåðìèíàëüíûå
âåðøèíû â ðàçíûõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíòàõ.

(à) Ïîêàæèòå, ÷òî ýòà çàäà÷à òî÷íî ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ äëÿ k = 2.
(á) Äëÿ ñëó÷àÿ k = 3 ïðåäëîæèòå àïïðîêñèìàöèîííûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, êîòî-

ðûé ñòðîèò ðåøåíèå, îòëè÷àþùååñÿ îò îïòèìàëüíîãî íå áîëåå, ÷åì â 2 ðàçà.
(â) Ðàçðàáîòàéòå àëãîðèòì ëîêàëüíîãî ïîèñêà ìíîæåñòâåííîãî ñå÷åíèÿ äëÿ îáùåãî ñëó-

÷àÿ.

Çàäà÷à 9.8. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷óÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎÅ ÑÅ×ÅÍÈÅ : äëÿ çàäàí-
íîãî íàãðóæåííîãî íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G = (V,E) ñ äëèíàìè ðåáåð c : E → R íàéòè
ïîäìíîæåñòâî S ⊆ V âåðøèí òàêîå, ÷òî ñóììà äëèí ðåáåð ìåæäó S è V \ S ìàêñèìàëüíà.
Åñëè ÷åðåç w(S) îáîçíà÷èòü ñóììó äëèí ðåáåð, îäèí êîíåö êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò S, à äðóãîé
� V \ S, òî ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎÅ ÑÅ×ÅÍÈÅ ýòî çàäà÷à î ìàêñèìèçàöèè w(S) ïî âñåì
ïîäìíîæåñòâàì S ⊆ V . S ⊆ V.
Ðàññìîòðèòå äëÿ ýòîé çàäà÷è ëîêàëüíûé àëãîðèòì, êîòîðûé, íà÷àâ ñ ïðîèçâîëüíîé âåðøè-
íû, ïîñëåäîâàòåëüíî èùåò è äîáàâëÿåò ê S òàêóþ âåðøèíó v , ÷òî w(S ∪ {v}) > w(S).

(à) Äîêàæèòå,÷òî ïîëó÷àåìîå òàêèì îáðàçîì ðåøåíèå îòëè÷àåòñÿ îò îïòèìàëüíîãî íå
áîëåå, ÷åì â 2 ðàçà.

(á) Îöåíèòå âðåìÿ ðàáîòû ýòîãî àëãîðèòìà.
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10 Ïðèìåíåíèå ãðàôîâ â àíàëèçå ñîöèàëüíûõ ñåòé

10.1 Ñîöèàëüíûå ñåòè

Ñîöèàëüíûå ñåòè íà÷àëè èçó÷àòüñÿ â ñîöèîëîãèè â 50-å ãîäû ÕÕ-ãî âåêà. Â ó÷åáíèêàõ ñîöèîëî-
ãèè ñîöèàëüíóþ ñåòü îïðåäåëÿþò êàê ñîâîêóïíîñòü ñåòåâûõ àêòîðîâ (òî÷åê, âåðøèí, àãåíòîâ),
âñòóïàþùèõ âî âçàèìîäåéñòâèå äðóã ñ äðóãîì è ñâÿçè ìåæäó êîòîðûìè ïðåèìóùåñòâåííî ñî-
öèàëüíûå, òàêèå êàê äðóæåñòâåííûå îòíîøåíèÿ, ñîâìåñòíàÿ ðàáîòà, îáìåí èíôîðìàöèåé è ò.ï.

Òàêèì îáðàçîì, ñîöèàëüíàÿ ñåòü ýòî ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî àêòîðû, à ðåáðà ïðåäñòàâëÿþò
ñâÿçè, âçàèìîäåéñâèÿ îòíîøåíèÿ ìåæäó ðàçëè÷íûìè àêòîðàìè.

Ñðåäè íèõ ìîãóò áûòü ñâÿçè, îòðàæàþùèå ïîäîáèå àêòîðîâ, èõ ñîöèàëüíûå îòíîøåíèÿ,
âçàèìîäåéñòâèÿ, ìåñòîïîëîæåíèå, àòðèáóòû, ðîäñòâåííûå ñâÿçè, ðîëè, ýìîöèèè, êîãíèòèâíûå
îòíîøåíèÿ è ò.ï. Â íåêîòîðûõ ñîöèàëüíûõ ñåòÿõ ïðåäñòàâëåíû ñèììåòðè÷íûå îòíîøåíèÿ, íà-
ïðèìåð, Áûòü äðóãîì êîãî-òî, Ðàáîòàòü íàä îäíèì ïðîåêòîì ñ êåì-òî è äð. Òàêèå ñåòè
ïðåäñòàâëÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ. Âäðóãèõ ñåòÿõ ïðåäñòàâëåíû íåñèì-
ìåòðè÷íûå îòíîøåíèÿ, íàïðèìåð Ïîñûëàòü ýëåêòðîííîå ïèñüìî êîìó-òî, Ïîìîãàòü êîìó-òî,
Ó÷àñòâîâàòü â íåêîòîðîì ñîáûòèè è äð. Ñåòè ñ òàêèìè îòíîøåíèÿìè ïðåäñòàâëÿþòñÿ îðè-
åíòèðîâàííûìè ãðàôàìè. Èíîãäà åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü ãðàôû ñî âçâåøåííûìè ðåáðàìè.
×èñëîâàÿ ìåòêà ðåáðà ìîæåò õàðàêòåðèçîâàòü âåñ, èíòåíñèâíîñòü, ñèëó ñîîòâåòñòâóþùåãî îò-
íîøåíèÿ.

Ðàçìåðû ñîöèàëüíûõ ñåòåé âàðüèðóþòñÿ îò íåñêîëüêèõ àêòîðîâ (â ñåòÿõ îòíîøåíèé îäíîé
ñåìüè, ñîòðóäíèêîâ ìàëîãî ïðåäïðèÿòèÿ è ò.ï.) äî ìèëëèîíîâ è äåñÿòêîâ ìèëëèîíîâ àêòîðîâ
â èíòåðíåò-ñåòÿõ òàêèõ êàê Facebook, MySpace, Îäíîêëàññíèêè, Â êîíòàêòå è äð. Äà è âñÿ
ïàóòèíà Web-ñòðàíèö ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ (è íà ñàìîì äåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîèñêîâûìè
ñèñòåìàìè) êàê îäíà ñîöèàëüíàÿ ñåòü ñ îòíîøåíèåì "ññûëàåòñÿ íà".

Ãëàâíûå çàäà÷è àíàëèçà ñîöèàëüíûõ ñåòåé ñîñòîÿò â îïðåäåëåíèè èõ òåîðåòèêî ãðàôîâûõ
ñâîéñòâ, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò
à) ñòðóêòóðó ñåòè (àíàëèç íà óðîâíå ñåòè);
á) ïîëîæåíèå â ñåòè (àíàëèç íà óðîâíå âåðøèí);
â) ïîïàðíûå ñâîéñòâà (àíàëèç íà óðîâíå ïàð).

Àíàëèç íà óðîâíå ñåòè ñâÿçàí ñ äâóìÿ âèäàìè ñâîéñòâ: ñâÿçàííîñòüþ è ôîðìîé. Ñâÿçàí-
íîñòü õàðàêòåðèçóåòñÿ òàêèìè ñâîéñòâàìè êàê ïëîòíîñòü, äëèíà ïóòåé, ôðàãìåíòàöèÿ. Ìåðû
ñâÿçàííîñòè ïîçâîëÿþò òàêæå âûäåëÿòü â ñåòÿõ ïîäãðóïïû (�ñîîáùåñòâà�,�êëèêè�) � îáëàñòè,
îáëàäàþùèå òàêèì ñïåöèôè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ñâÿçàííîñòè êàê âûñîêàÿ ïëîòíîñòü, íåáîëü-
øàÿ äëèíà ïóòåé ìåæäó àêòîðàìè è äð. Ôîðìà ñåòè ñâÿçàíà ñ ðàñïðåäåëåíèåì åå ñîåäèíåíèé
(ðåáåð). Ñþäà îòíîñÿòñÿ òàêèå ñâîéñòâà êàê ÿäåðíîñòü / ïåðåôåðèéíîñòü, ìàññèâíîñòü è ò.ï.
Àíàëèç íà óðîâíå âåðøèí çàíèìàåòñÿ ñâîéñòâàìè öåíòðàëüíîñòè âåðøèí, ñâÿçàííûìè ñ âàæíî-
ñòüþ âåðøèí, èõ äîìèíèðóþùèì ïîëîæåíèåì â ñåòè. Íàïðèìåð, îäíèì èç ñâîéñòâ öåíòàëüíî-
ñòè ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòî÷íîñòü ïî Ôðèìåíó (Freeman), êîòîðàÿ îòðàæàåò ñâîéñòâî âåðøèíû
ëåæàòü íà íà êðàò÷àéøèõ ïóòÿõ, ñîåäèíÿþùèõ äâå äðóãèå âåðøèíû. Ýòî ìîæíî èíòåðïðåòè-
ðîâàòü êàê ïîòåíöèàëüíóþ ñèëó àêòîðà, êîòîðûé ìîæåò çàìåäëèòü èäóùèå ñêâîçü íåãî ïîòîêè
èëè èñêàçèòü èõ â ñâîþ ïîëüçó. Àíàëèç íà óðîâíå ïàð, êàê ïðàâèëî, ñâÿçàí ñ äâóìÿ âèäàìè
ñâîéñòâ: ïàðíîé ñâÿçàííîñòüþ è ýêâèâàëåíòíîñòüþ. Ñâÿçàííîñòü ïàðû âåðøèí îçíà÷àåò êàê
èõ áëèçîñòü â ñåòè, òàê è íàëè÷èå ìíîãèõ òèïîâ ñâçåé ìåæäó íèìè. Ýêâèâàëåíòíîñòü îöåíè-
âàåò ñòåïåíü, ñ êîòîðîé âåðøèíû ïàðû èãðàþò â ñòðóêòóðå ñåòè îäèíàêîâûå ðîëè, íàïðèìåð,
èçîìîðôíîñòü èõ îêðåñòíîñòåé.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñîöèàëüíûå ñåòè êàê îðèåíòèðîâàííûå èëè íåîðèåíòèðîâàííûå ãðà-
ôû â çàâèñèìîñòè îò âèäîâ ïðåäñòàâëÿåìûõ èìè ñâÿçåé, âçàèìîäåéñòâèé èëè îòíîøåíèé (
[25, 26].

Ðåáðà â ãðàôàõ ñîöèàëüíûõ ñåòåé íàçûâàþòñÿ ñâÿçÿìè (links) èëè ñîåäèíåíèÿìè (ties).
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Îáîçíà÷åíèå. Ïóñòü I = {i1, . . . in} � ýòî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî àêòîðîâ. Ñîöèàëüíàÿ ñåòü �
ýòî ãðàô áåç ïåòåëü G = 〈I, E〉, ãäå E � ìíîæåñòâî (îðèåíòèðîâàííûõ èëè íåîðèåíòèðîâàííûõ)
ñâÿçåé ìåæäó ïàðàìè àêòîðîâ. Äëÿ êîíêðåòíûõ ñåòåé âåðøèíû è ðåáðà ïðåäñòàâëÿùèõ èõ ãðà-
ôîâ ìîãóò èìåòü ñïåöèàëüíûå ìåòêè, ñîäåðæàùèå äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ. Íàïðèìåð,
èìåíà âåðøèí, òèïû è èíòåíñèâíîñòü ñâÿçåé, âåñà ðåáåð è ò.ï.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñåòè G =< I,E > è àêòîðà i ∈ I ïóñòü:
d(i) = |{j |(i, j) ∈ E}| îáîçíà÷àåò ñòåïåíü i â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ñåòè G;
di(i) = |{j |(j, i) ∈ E}| îáîçíà÷àåò (ïîëó)ñòåïåíü çàõîäà â i â G (äëÿ îðèåíòèðîâàííîãî G);
do(i) = |{j |(i, j) ∈ E}| îáîçíà÷àåò (ïîëó)ñòåïåíü èñõîäà èç i â G (äëÿ îðèåíòèðîâàííîãî G).

Î÷åâèäíî, ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü àêòîðà â ñåòè G ñ n àêòîðàìè ðàâíà n− 1.
Äëÿ àêòîðîâ i è j îáîçíà÷èì ÷åðåç ρ(i, j) äëèíó êðàò÷àéøåãî ïóòè èç i to j. Êàê îáû÷íî,

äëÿ íåíàãðóæåííûõ ãðàôîâ äëèíà ïóòè ðàâíà ÷èñëó ðåáåð íà ýòîì ïóòè, à äëÿ íàãðóæåííûõ
� ñóììå äëèí (âåñîâ, ñòîèìîñòåé è ò.ï.) ðåáåð ýòîãî ïóòè.

Âàæíóþ ðîëü â àíàëèçå ñîöèàëüíûõ ñåòåé èãðàþò ñëåäóþùèå ôîðìàëèçàöèè â òåðìèíàõ
òåîðèè ãðàôîâ ïîíÿòèé, ñîäåðæàòåëüíî îïèñàííûõ âûøå.

10.2 Ïàðàìåòðû öåíòðàëüíîñòè àêòîðîâ

Öåíòðàëüíûé àêòîð � ýòî àêòîð, ó êîòîðîãî ìíîãî ñâÿçåé ñ äðóãèìè àêòîðàìè. Òàêèå àê-
òîðû èãðàþò âàæíóþ ðîëü â àíàëèçå ñîöèàëüíûõ ñåòåé. Èìååòñÿ íåñêîëüêî ôîðìàëèçàöèé
öåíòðàëüíîñòè â òåðìèíàõ ãðàôîâ.

Ñòåïåíü öåíòðàëüíîñòè îöåíèâàåò îòíîñèòåëüíóþ ñòåïåíü âåðøèíû àêòîðà â ñåòè. Äëÿ
íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G ñòåïåíü öåíòðàëüíîñòè àêòîðà i, îáîçíà÷àåìàÿ CD(i), îïðåäåëÿ-
åòñÿ êàê

CD(i) =
d(i)

n− 1
.

Äëÿ îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G ñòåïåíü öåíòðàëüíîñòè àêòîðà i, òàêæå îáîçíà÷àåìàÿ CD(i),
îïðåäåëÿåòñÿ êàê

CD(i) =
do(i)

n− 1
.

(ò.å., ó÷èòûâàþòñÿ òîëüêî âûõîäÿùèå èç i ñâÿçè).

10.2.1 Áëèçêàÿ öåíòðàëüíîñòü (closeness centrality (Sabidussi, 1966))

Ýòà âåëè÷èíà îöåíèâàåò íàñêîëüêî áëèçêè ê äàííîìó àêòîðó îñòàëüíûå àêòîðû ñåòè. Êàê äëÿ
îðèåíòèðîâàííûõ, òàê è äëÿ íåîðèåíòèðîâàííûõ ñåòåé áëèçêàÿ öåíòðàëüíîñòü àêòîðà i îáîçíà-
÷àåòñÿ CC(i) è îïðåäåëÿåòñÿ êàê:

CC(i) =
1∑

j∈I ρ(i, j)
.

Äëÿ íåíàãðóæåííûõ ãðàôîâ ýòó âåëè÷èíó îáû÷íî íîðìàëèçóþò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

CC(i) =
n− 1∑

j∈I ρ(i, j)
.

Â ýòîì ñëó÷àå 0 < CC(i) ≤ 1, òàê êàê ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ρ(i, j) äëÿ âñåõ j 6= i ðàâíî 1, à
ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ñóììû

∑
j∈I ρ(i, j) ðàâíî n− 1.

×òîáû èçáåæàòü áåñêîíå÷íîñòè â çíàìåíàòåëå èç i äîëæíû áûòü äîñòèæèìû âñå âåðøèíû.
Ïîýòîìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ áëèçêîé öåíòðàëüíîñòè äëÿ âñåõ àêòîðîâ íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô
äîëæåí áûòü ñâÿçíûì, à îðèåíòèðîâàííûé � ñèëüíî ñâÿçíûì.
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10.2.2 Ñðåäèííàÿ öåíòðàëüíîñòü (Betweenness Centrality)

Ñðåäèííàÿ öåíòðàëüíîñòü (Freeman, 1977; Anthonisse, 1971)Ñðåäèííàÿ öåíòðàëüíîñòü îïðåäå-
ëÿåò âàæíîñòü àêòîðà, ó÷èòûâàÿ, êàê ÷àñòî îí ïîÿâëÿåòñÿ íà ïóòÿõ âçàèìîäåéñòâèÿ äðóãèõ
àêòîðîâ. Åñëè àêòîð i ïîÿâëÿåòñÿ íà âñåõ èëè ïî÷òè âñåõ ïóòÿõ, ñâÿçûâàþùèõ àêòîðû j è k, òî
îí ìîæåò �êîíòðîëèðîâàòü� èõ âçàèìîäåéñòâèå. Ñðåäèííàÿ öåíòðàëüíîñòü ïîçâîëÿåò âûäåëÿòü
àêòîðû, áåç ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç êîòîðûå íåëüçÿ ñâÿçàòü ìíîãèå ïàðû äðóãèõ àêòîðîâ ñåòè.

Íåîðèåíòèðîâàííûå ãðàôû. Äëÿ àêòîðîâ j è k ïóñòü pjk îáîçíà÷àåò ÷èñëî êðàò÷àéøèõ
ïóòåé ìåæäó j è k (áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî pjj = 1). Ïóñòü i (i 6= j è i 6= k) � ýòî òðåòèé àêòîð.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç pjk(i) ÷èñëî êðàò÷àéøèõ ïóòåé ìåæäó j è k, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç i.

Òîãäà ñðåäèííàÿ öåíòðàëüíîñòü àêòîðà i, îáîçíà÷àåìàÿ CB(i), îïðåäåëÿåòñÿ êàê

CB(i) =
∑

j∈I,j 6=i

∑
k∈I,k 6=j,k 6=i

pjk(i)

pjk
.

Äëÿ íåíàãðóæåííûõ ãðàôîâ CB(i) ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò 0 äî (n−1)(n−2)
2 (ýòî ÷èñëî

ïàð àêòîðîâ, íå ñîäåðæàùèõ i). Ïîýòîìó CB(i) èíîãäà íîðìàëèçóþò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

CB(i) =
2
∑

j∈I,j 6=i

∑
k∈I,k 6=j,k 6=i

pjk(i)
pjk

(n− 1)(n− 2)
.

Îðèåíòèðîâàííûå íåíàãðóæåííûå ãðàôû. Â ýòîì ñëó÷àå (íîðìàëèçîâííóþ) ñðåäèííóþ
öåíòðàëüíîñòü îïðåäåëÿþò êàê

CB(i) =

∑
j∈I,j 6=i

∑
k∈I,k 6=j,k 6=i

pjk(i)
pjk

(n− 1)(n− 2)
.

(äëÿ îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà (x, y) è (y, x) ýòî ðàçíûå ðåáðà).

10.2.3 Àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ öåíòðàëüíîñòè

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü âû÷èñëåíèå öåíòðàëüíîñòè âåðøèí äëÿ íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ,
â êîòîðûõ âåñà (äëèíû) âñåõ ðåáåð ðàâíû 1, è äëÿ íàãðóæåííûõ îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ
G = (I, E), â êîòîðûõ âåñà (äëèíû) ðåáåð c(e), e ∈ E, ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷èñëàìè.

Ïóñòü δjk(i) =
pjk(i)
pjk

. Òîãäà ñðåäèííàÿ öåíòðàëüíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

CB(i) =
∑

j 6=i 6=k

δjk(i).

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èí pjk(i) è δjk(i) äîñòàòî÷íî óìåòü âû÷èñëÿòü äëèíû êðàò-
÷àéøèõ ïóòåé è âåëè÷èíû pjk, òàê êàê

pjk(i) =

{
pjipik åñëè ρ(j, k) = ρ(j, i) + ρ(i, k)

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

Ïîýòîìó ñðåäèííàÿ öåíòðàëüíîñòü ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì ñïîñîáîì.

1. Âû÷èñëèòü äëèíû è êîëè÷åñòâî êðàò÷àéøèõ ïóòåé ìåæäó âñåìè ïàðàìè âåðøèí.
2. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû i îïðåäåëèòü è ïðîñóììèðîâàòü âñå çíà÷åíèÿ δjk(i).
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ äëèí êðàò÷àéøèõ ïóòåé ìîæíî èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì Óîðøîëëà-Ôëîéäà
èç ïóíêòà 6.1.1, à äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà òàêèõ ïóòåé óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ýëåìåíò a(k)

ij l-îé
ñòåïåíè Al

G ìàòðèöû ñìåæíîñòè AG ðàâåí ÷èñëó ðàçëè÷íûõ ïóòåé äëèíû l èç i â j (ñì. çàäà÷ó
6.2).

Äðóãîé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà pjk êðàò÷àéøèõ ïóòåé ñâÿçàí ñ èñïîëüçîâàíèåì ìíîæå-
ñòâà âåðøèí Pj(k) � ïðåäøåñòâåííèêîâ k íà êðàò÷àéøèõ ïóòÿõ èç j:

Pj(k) = {i | (i, k) ∈ E, ρ(j, k) = ρ(j, i) + c(i, k)}.
Òàê êàê äëèíû âñåõ ðåáåð íåîòðèöàòåëüíû, òî âñå êðàò÷àéøèå ïóòè èç j â k çàêàí÷èâàþòñÿ

ðåáðàìè âèäà (i, k) äëÿ i ∈ Pj(k). Îòñþäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ.

Ëåììà 10.1.
pjk =

∑
i∈Pj(k)

pji.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ pjk â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé ôîðìóëîé ìîæíî àäàïòèðîâàòü àëãîðèòì ïîèñêà
â øèðèíó äëÿ íåíàãðóæåííûõ ãðàôîâ èëè àëãîðèòì Äåéêñòðû äëÿ íàãðóæåííûõ îðèåíòèðî-
âàííûõ ãðàôîâ. Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå îöåíêè ñëîæíîñòè ýòèõ àëãîðèòìîâ, ïîëó÷àåì

Ïðåäëîæåíèå 10.1. Äëÿ çàäàííîé âåðøèíû j ∈ I ìîæíî îïðåäåëèòü äëèíû è ÷èñëî êðàò-
÷àéøèõ ïóòåé èç íåå äî îñòàëüíûõ âåðøèí çà âðåìÿ:
à) O(|E|) � äëÿ íåíàãðóæåííûõ ãðàôîâ;
á) O(|E|+ |I| log |I|) � äëÿ íàãðóæåííûõ îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíû pjk ìîæíî âû÷èñëèòü çà âðåìÿ O(|I|·|E|) äëÿ íåíàãðóæåííûõ
ãðàôîâ è çà âðåìÿ O(|I| · |E|+ |I|2 log |I|) äëÿ íàãðóæåííûõ îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ.

Ïîñêîëüêó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñðåäèííîé öåíòðàëüíîñòè i â ï.2 òðåáóåòñÿ ñóììèðîâàòü çíà÷å-
íèÿ δjk(i), òî îáùåå âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ áóäåò O(|I|3). Äëÿ ýòîãî âû÷èñëåíèÿ òðåáóåòñÿ ïàìÿòü
ðàçìåðà O(|I|2), íåîáõîäèìàÿ äëÿ õðàíåíèÿ ìàòðèöû ðàññòîÿíèé è âåëè÷èí pjk.

Â ðàáîòå [15] Áðàíäåñ (Brandes) ïðåäëîæèë óëó÷øåíèå ýòîãî àëãîðèòìà, â êîòîðîì ñóììè-
ðîâàíèå ïî âñåì ïàðàì âåðøèí çàìåíÿåòñÿ íà ïîñëåäîâàòåëüíîå âû÷èñëåíèå ÷àñòè÷íûõ ñóìì.
Ñëåäóÿ ýòîé ðàáîòå, îïðåäåëèì çàâèñèìîñòü âåðøèíû j îò âåðøèíû i êàê âåëè÷èíó

δj•(i) =
∑
k∈I

δjk(i).

Çàâèñèìîñòè ìîæíî âû÷èñëÿòü, èñïîëüçóÿ ðåêóðñèâíûå ñîîòíîøåíèÿ.

Ëåììà 10.2. Åñëè â êàæäóþ âåðøèíó k ∈ I âåäåò åäèíñòâåííûé êðàò÷àéøèé ïóòü èç j, òî

δj•(i) =
∑

i∈Pj(k)

(1 + δj•(k)).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ (ñì. çàäà÷ó 10.1).
Â îáùåì ñëó÷àå ðåêóðñèÿ áîëåå ñëîæíàÿ.

Òåîðåìà 10.1. Äëÿ ëþáûõ âåðøèí j è i ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

δj•(i) =
∑

i∈Pj(k)

pji
pjk

(1 + δj•(k)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòî÷íèì ïîíÿòèå çàâèñèìîñòè, âêëþ÷èâ â íåãî ðåáðî, âûõîäÿùåå èç i.
Ïóñòü δjk(i, (i, l)) =

pjk(i,(i,l))
pjk

, ãäå pjk(i, (i, l)) � ýòî ÷èñëî êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç j â k, ñîäåðæàùèõ
êàê âåðøèíó i, òàê è ðåáðî (i, l). Òîãäà

δj•(i) =
∑
k∈I

δjk(i) =
∑
k∈I

∑
l:i∈Pj(l)

δjk(i, (i, l)) =
∑

l:i∈Pj(l)

∑
k∈I

δjk(i, (i, l)).
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Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, äëÿ ëþáûõ k è l pjk(l) = pjlplk. ×èñëî êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç j â k,
ñîäåðæàùèõ ðåáðî (i, l), î÷åâèäíî, ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ÷èñëà êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç j â i íà
÷èñëî êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç l â k. Òîãäà pjk(i, (i, l)) = pjiplk =

pji

pjl
· pjk(l). Îòñþäà âûâîäèì, ÷òî

δjk(i, (i, l)) =

{ pji

pil
åñëè k = l

pji

pil
· pjk(l)

pjk
åñëè k 6= l

Ïîäñòàâèâ ýòî â âûðàæåíèå äëÿ δj•(i), ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû:∑
l:i∈Pj(l)

∑
k∈I

δjk(i, (i, l)) =
∑

l:i∈Pj(l)

(
pji
pil

+
∑
k 6=l

pji
pil
· pjk(l)

pjk
) =

∑
l:i∈Pj(l)

pji
pil
· (1 + δj•(k)).

Ñëåäñòâèå 10.1.1. Ïî çàäàííîìó àöèêëè÷åñêîìó ãðàôó êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç âåðøèíû j â
ãðàôå G âñå çàâèñèìîñòè j îò îñòàëüíûõ âåðøèí ìîæíî âû÷èñëèòü çà âðåìÿ O(|E|) è ñ
ïàìÿòüþ O(|I|+ |E|).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ òðåáóåìûõ çàâèñèìîñòåé äîñòàòî÷íî îáîéòè âåðøèíû
ãðàôà êðàò÷àéøèõ ïóòåé â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ èõ ðàññòîÿíèé îò j è ñóììèðîâàòü çàâèñè-
ìîñòè â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 10.1. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ êàæäîé âåðøèíû õðàíèòü
çàâèñèìîñòü j îò íåå è ñïèñîê åå ïðåäøåñòâåííèêîâ â ãðàôå êðàò÷àéøèõ ïóòåé. Îáùèé îáúåì
ýòèõ ñïèñêîâ ïðîïîðöèîíàëåí ÷èñëó ðåáåð â ãðàôå.

Òåîðåìà 10.2. Ñðåäèííàÿ öåíòðàëüíîñòü ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà çà âðåìÿ O(|I| · |E| +
|I|2 log |I|) è ñ ïàìÿòüþ O(|I| + |E|) äëÿ íàãðóæåííûõ ãðàôîâ. Äëÿ íåíàãðóæåííûõ ãðàôîâ
âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ ñîêðàùàåòñÿ äî O(|I| · |E|).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû-èñòî÷íèêà j ∈ I ïîñòðîèì ãðàô êðàò÷àéøèõ ïóòåé
èç íåå. Â êîíöå êàæäîé èòåðàöèè çàâèñèìîñòè âåðøèíû-èñòî÷íèêà îò äðóãèõ âåðøèí äîáàâëÿ-
þòñÿ ê çíà÷åíèÿì ñðåäèííîé öåíòðàëüíîñòè ýòîé âåðøèíû. Íèæå ýòîò àëãîðèòì äåòàëèçèðîâàí
äëÿ íåíàãðóæåííûõ ãðàôîâ, çàäàííûõ ñ ïîìîøüþ ñïèñêîâ ñìåæíîñòè Li, i ∈ I. Êàê è â àëãî-
ðèòìå ïîèñêà â øèðèíó â íåì èñïîëüçóåòñÿ î÷åðåäü ïðîéäåííûõ âåðøèí Q. Â ñòåê S âåðøèíû
ïîìåùàþòñÿ ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ ðàññòîÿíèÿ îò èñõîäíîé âåðøèíû j. Ïî õîäó âû÷èñëåíèÿ äëÿ
êàæäîé âåðøèíû q îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëî p[q] êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç j â q è ñïèñîê P [q] ïðåäøå-
ñòâåííèêîâ q íà ýòèõ ïóòÿõ.

Àëãîðèòì BetweenCentrality(G)

1. FOR EACH i ∈ I DO CB [i] := 0;
2. FOR EACH j ∈ I DO
3. { ñîçäàòü ïóñòîé ñòåê S;
4. FOR EACH i ∈ I DO P [i] := ∅;
5. p[j] := 1; d[i] := 0;
6. FOR EACH k ∈ I, k 6= j DO
7. {p[k] := 0; d[k] := −1; % k � �íîâàÿ"
8. ñîçäàòü ïóñòóþ î÷åðåäü Q;
9. ÄÎÁÀÂÈÒÜ(Q, j);
10. WHILE Q 6= ∅ DO
11. { r := ÍÀ×ÀËÎ(Q); ÓÄÀËÈÒÜ(Q, r);
12. ÂÒÎËÊ(S, r);
13. FOR EACH q ∈ Lr DO
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14. { IF d(q) < 0; % âåðøèíà vq �íîâàÿ"
15. THEN
16. { ÄÎÁÀÂÈÒÜ(Q, q);
17. d(q) := d(q) + 1; %ïîìåòèòü vq êàê �ñòàðóþ"
18. };

% êðàò÷àéøèå ïóòè â q ÷åðåç r
19. IF d(q) = d(r) + 1 THEN
20. { p[q] := p[q] + p[r];
21. P [q] := P [q] ∪ {r}
22. }
23. }
24. };
25. FOR EACH i ∈ I DO δ[i] := 0;

% â S âåðøèíû óïîðÿäî÷åíû ïî íåâîçðàñòàíèþ ðàññòîÿíèÿ îò vj
26. WHILE S 6= ∅ DO
27. { k := ÂÛÒÎËÊ(S);
28. FOR EACH i ∈ P [k] DO

28. δ[i] := δ[i] + p[i]
p[k] · (1 + δ[k]);

29. IF k 6= j THEN CB [k] := CB [k] + δ[k]
30. }
31. }

Ñõåìó ýòîãî àëãîðèòìà, ñâÿçàííóþ, ñ ïîñòðîåíèåì è èñïîëüçîâàíèåì ãðàôîâ êðàò÷àéøèõ
ïóòåé, ìîæíî ïðèìåíèòü òàêæå äëÿ âû÷èñëåíèÿ äðóãèõ ìåð öåíòðàëüíîñòè.

10.3 Ïðåñòèæíîñòü

Ñîäåðæàòåëüíî, íåêîòîðûé àêòîð èìååò âûñîêèé ïðåñòèæ, åñëè íà íåãî íàïðàâëåíû ñâÿçè îò
ìíîãèõ äðóãèõ àêòîðîâ. Îñíîâíîå îòëè÷èå ïðåñòèæíîñòè îò öåíòðàëüíîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òî â îïðåäåëåíèè öåíòðàëüíîñòè ó÷àñòâóþò âûõîäÿùèå èç âåðøèíû ðåáðà è ðàññòîÿíèÿ îò
äàííîé âåðøèíû äî äðóãèõ, à ïðåñòèæíîñòü çàâèñèò îò âõîäÿùèõ â âåðøèíó ðåáåð è ðàññòî-
ÿíèÿõ îò äðóãèõ âåðøèí äî íåå.

Ïðåñòèæíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî äëÿ îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ. Ñòåïåíü ïðåñòèæíîñòè

PD(i) àêòîðà i â ñîöèàëüíîé ñåòè îïðåäåëÿåòñÿ êàê: PD(i) = di(i)
n−1 .

Ýòà âåëè÷èíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò 0 äî 1. PD(i) = 1 îçíà÷àåò, ÷òî âñå àêòîðû ñåòè
íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíû ñ i.

10.3.1 Ñðåäíÿÿ ïðåñòèæíîñòü (Proximity Prestige)

Ýòà ìåðà îáîáùàåò ñòåïåíü ïðåñòèæíîñòè, ò.ê. ó÷èòûâàåò íå òîëüêî ñîñåäåé àêòîðà i, íî è âñåõ
äðóãèõ àêòîðîâ, èç êîòîðûõ åñòü ïóòè â i. .
Îáëàñòü âëèÿíèÿ àêòîðà i, îáîçíà÷àåìàÿ Ii, ýòî ìíîæåñòâî àêòîðîâ, èç êîòîðûõ ìîæíî äî-
ñòè÷ü i â ñîöèàëüíîé ñåòè G. Ñðåäíåå ðàññòîÿíèå îò àêòîðîâ èç Ii äî i îïðåäåëÿåòñÿ êàê

dm(Ii, i) =

∑
j∈Ii d(j, i)

|Ii|
.

Ñðåäíÿÿ ïðåñòèæíîñòü àêòîðà i, îáîçíà÷àåìàÿ PP (i), îïðåäåëÿåòñÿ êàê

PP (i) =
|Ii|

(n− 1)dm(Ii, i)
=

|Ii|2

(n− 1)
∑

j∈Ii d(j, i)
.
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Çäåñü, |Ii|n−1 ýòî äîëÿ àêòîðîâ èç I, êîòîðûå ìîãóò äîñòè÷ü i.
PP (i) íàõîäèòñÿ â èíòåðâàëå îò 0 äî 1.

10.3.2 Ðàíæèðîâàííûé ïðåñòèæ (Rank Prestige)

Âî âñåõ ïðåäûäóùèõ ìåðàõ ñ÷èòàëîñü, ÷òî íà ïðåñòèæ äàííîãî àêòîðà îäèíàêîâî âëèÿþò âñå
ññûëàþùèåñÿ íà íåãî àêòîðû. Â ðåàëüíûõ ñåòÿõ ññûëêè áîëåå àâòîðèòåòíûõ àêòîðîâ äîëæíû
èìåòü áîëüøèé âåñ, ÷åì ìåíåå àâòîðèòåòíûõ.

Ðàíæèðîâàííûé ïðåñòèæ ïîçâîëÿåò îöåíèòü ïðåñòèæ àêòîðà ÷åðåç ïðåñòèæ åãî ñîñåäåé.
Ðàíæèðîâàííûé ïðåñòèæ PR(i) àêòîðà i îïðåäåëÿåòñÿ êàê

PR(i) =
∑
j∈I

Aij · PR(j).

çäåñü Aij � ýòî ýëåìåíòû ìàòðèöû ñìåæíîñòè ãðàôà G: Aij = 1, åñëè (i, j) ∈ E, è Aij = 0 èíà÷å.
Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå PR(i) îïðåäåëåíî ðåêóðñèâíî.
Ïóñòü P = (PR(i1), . . . , PR(in)) � âåêòîð-ñòîëáåö ðàíæèðîâàííûõ ïðåñòèæåé âñåõ àêòîðîâ.

Òîãäà
P = ATP.

Ðåøåíèÿìè ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûå âåêòîðû P ìàòðèöû AT .
Ðàíæèðîâàííûé ïðåñòèæ èñïîëüçóåòñÿ â àëãîðèòìå PageRank, êîòîðûé áóäåò ðàññìîò-

ðåí íèæå.

10.4 Ðàíæèðîâàíèå èíòåðíåò-ñòðàíèö. Àëãîðèòì PageRank

Èíòåðíåò ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê î÷åíü áîëüøóþ ñîöèàëüíóþ ñåòü. Õîðîøèé ìåòîä ïîèñêà â
èíòåðíåíòå äîëæåí ñîåäèíÿòü ïîèñê ñòðàíèö, êîòîðûå ñîäåðæàò âñå èëè ïî÷òè âñå òåðìèíû èç
çàïðîñà ñ óñòîé÷èâûì ðàíæèðîâàíèåì, êîòîðîå ïåðåäâèãàåò âàæíûå âûñîêîêà÷åñòâåííûå
è íàäåæíûå ñòðàíèöû ê íà÷àëó ñïèñêà îòâåòîâ. Âûøå ìû îïðåäåëèëè ïðåñòèæíîñòü êàê
ìåðó âàæíîñòè èíòåðíåò-ñòðàíèö.

PageRank. PageRank ýòî ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ ïðåñòèæà êàæäîé ñòðàíèöû â ñâÿçàííîì
ìíîæåñòâå ñòðàíèö. Îíà áûëà âïåðâûå ïðåäëîæåíà îñíîâàòåëÿìè êîìïàíèè Google Ë. Ïåéäæåì
(L. Page) è Ñ. Áðèíîì (S. Brin) â 1998 ã. [23]. Àëãîðèòì PageRank îñíîâàí íà äâóõ ñîäåðæà-
òåëüíûõ ñîîáðàæåíèÿõ:
1) ññûëêà íà ñòðàíèöó ÿâëÿåòñÿ ïðèçíàêîì ïðåñòèæíîñòè ýòîé ñòðàíèöû;
2) ÷åì áîëåå ïðåñòèæíûå ñòðàíèöû ññûëàþòñÿ íà äàííóþ ñòðàíèöó, òåì âûøå åå ñîáñòâåííûé
ïðåñòèæ.

Ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ìíîãî îïðåäåëåíèé è âàðèàíòîâ âû÷èñëåíèÿ PageRank-ðåéòèíãîâ
ñòðàíèö. Çäåñü ìû ïðèâåäåì ñàìîå ïðîñòîå îïðåäåëåíèå.

Èíòåðíåò êàê ãðàô. Ìû ðàññìàòðèâàåì World Wide Web êàê ãðàô, âåðøèíàìè êîòîðîãî
ÿâëÿþòñÿ îòäåëüíûå web-ñòðàíèöû (urls) , à ãèïåðòåêñòîâûå ññûëêè ìåæäó ñòðàíèöàìè
èãðàþò ðîëü ðåáåð.
Áîëåå ôîðìàëüíî,ðàññìîòðèì îðèåíòèðîâàííûé ãðàô GWWW = (V,E). ìíîæåñòâî V åãî âåð-
øèí � ýòî ñïèñîê web-ñòðàíèö (urls). Ðåáðî (v, w) ∈ E îçíà÷àåò, ÷òî â òåëå ñòðàíèöû v èìååòñÿ
òåã <a href="URL�, ãäå URL ýòî URL ñòðàíèöû w.
Äëÿ ñòðàíèöû i ∈ V ÷åðåç I(i) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ âõîäÿùèõ â íåå ðåáåð, ò.å. òàêèõ
e ∈ E, ÷òî e = (v, i) äëÿ íåêîòîðîé v ∈ V , à ÷åðåç O(i) � ìíîæåñòâî âñåõ âûõîäÿùèõ èç i ðåáåð,
ò.å. òàêèõ e ∈ E, ÷òî e = (i, v) äëÿ íåêîòîðîé v ∈ V .
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Çàìå÷àíèå: ÷àñòî â I(i) è O(i) ó÷èòûâàþòñÿ òîëüêî âõîäÿùèå è âûõîäÿùèå ðåáðà èç ñòðà-
íèö íà äðóãèõ ñàéòàõ.

Èíòåðíåò-ñ¼ðôèíã. PageRank ìîäåëèðóåò ïîâåäåíèå ïîëüçîâàòåëÿ èíòåðíåò, â îäíîì îêíå
áðàóçåðà. Â ÷àñòíîñòè, PageRank ìîäåëèðóåò ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:
Îáõîä PageRank:

1. Ïîëüçîâàòåëü íà÷èíàåò îáõîä web-ñòðàíèö ñ íåêîòîðîé ñëó÷àéíî âûáðàííîé ñòðàíè-
öû èç V a.

2. Íà êàæäîì øàãå ïîëüçîâàòåëü îáîçðåâàåò íåêîòîðóþ ñòðàíèöó i. Ñ âåðîÿòíîñòüþ
d ∈ (0, 1) îí âûáèðàåò ïåðåõîä ïî ññûëêàì, ðàñïîëîæåííûì íà ýòîé ñòðàíèöå (â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî õîòü îäíà òàêàÿ ññûëêà èìååòñÿ).

3. Ëþáàÿ èç ññûëîê íà ñòðàíèöå i ìîæåò áûòü âûáðàíà ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ.

4. Ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − d ïîëüçîâàòåëü, óñòàâ îò ïîñëåäîâàòåëüíîãî îáõîäà ñòðàíèö,
ïåðåïðûãèâàåò ñðàçó íà ñëó÷àéíî âûáðàííóþ ñòðàíèöó èç V .

5. Åñëè èç òåêóùåé ñòðàíèöû íåò ññûëîê íà äðóãèå ñòðàíèöû, òî ïîëüçîâàòåëü ïðîñòî
ïåðåõîäèò íà ñëó÷àéíî âûáðàííóþ ñòðàíèöó èç V .

aíà ñàìîì äåëå, PageRank ïîçâîëÿåò îñëàáèòü ýòî óñëîâèå è ñòàðòîâàòü ñ íåêîòîðîé ñòðàíöû ñëó÷àéíî
âûáðàííîé èç íåêîòîðîãî íåáîëüøîãî ìíîæåñòâà ñòðàíèö.

×òî âû÷èñëÿåò PageRank. Ðàíã, êîòîðûé PageRank ïðèñâàèâàåò ñòðàíèöå i ∈ V ýòî
âåðîÿòíîñòü äîñòè÷ü â êîíöå êîíöîâ ýòó ñòðàíèöó â îïèñàííîì âûøå ïðîöåññå îáõîäà [23].

Âûâîä PageRank

Ïóñòü p(i) ýòî âåðîÿòíîñòü äîñòè÷ü web-ñòðàíèöó i (ò.å., ðàíã PageRank äëÿ ñòðàíèöû i).
Ïóñòü I(i) = {j1, . . . js} � ìíîæåñòâî âñåõ ñòðàíèö, êîòîðûå ññûëàþòñÿ íà i. Ïóñòü p(j1), . . . , p(js)
ýòî âåðîÿòíîñòè äîñòèæåíèÿ êàæäîé èç ýòèõ ñòðàíèö. ×åðåç O(jk) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ
ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç jk.

Ïðåäïîëîæåíèå: Èç êàæäîé ñòðàíèöû â V âûõîäèò õîòü îäíî ðåáðî.

• Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû äîñòèãëè ñòðàíèöó j1. Ñ âåðîÿòíîñòüþ d ìû âûáåðåì äâèæåíèå ïî
ññûëêàì. Òàê êàê ÷èñëî ðàçíûõ ññûëîê ñ j1 ðàâíî |O(j1)|, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ

p(i|j1, ñëåäóåì ïî ññûëêàì) =
1

|O(j1)|

ìû ìîæåì äîñòè÷ü ñòðàíèöó i. Òàê êàê p(ñëåäóåì ïî ññûëêàì) = d, òî:

p(i|j1) = d · 1

|O(j1)|
.

• Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ îñòàëüíûõ ñòðàíèö j ∈ I(i). Òîãäà äëÿ
k = 1, . . . , s èìååì

p(i|jk) = d · 1

|O(jk)|
.
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• Ñòðàíèöó i ìîæíî äîñòè÷ü îäíèì èç äâóõ ñïîñîáîâ:

1. ñëåäóÿ ïî íåêîòîðîé ññûëêå íà íåå ñî ñòðàíèö j1, . . . , js;

2. ñëó÷àéíî âûáèðàÿ ïðûæîê íà i ñ ëþáîé òåêóùåé ñòðàíèöû.

• Îòñþäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè p(i):

p(i) = (1− d) · 1

|V |
+ (p(i|j1) · p(j1) + . . .+ p(i|js) · p(js)).

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà p(i|jk), ïîëó÷àåì:

p(i) = (1− d) · 1

|V |
+ d ·

s∑
k=1

1

|Ojk |
· p(jk).

Òàêèì îáðàçîì,

pageRank(i) = (1− d) · 1

|V |
+ d ·

s∑
k=1

1

|Ojk |
· pageRank(jk). (1)

Îòìåòèì, ÷òî ýòî ðåêóðñèâíîå îïðåäåëåíèå. Ïàðàìåòð d íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì çà-
òóõàíèÿ (demping factor) è ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ ìåæäó 0 è 1. Â [23] èñïîëüçîâàëîñü
d = 0.85.

Âû÷èñëåíèå ðåéòèíãà PageRank

Èç ôîðìóëû (1) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ PageRank äëÿ íåêîòîðîé ñòðàíèöû íàì òðåáó-
åòñÿ çíàòü ðåéòèíãè PageRank äëÿ âñåõ åå "ïðåäêîâ". Ñòàíäàðòíûé ñïîñîá îðãàíèçîâàòü òàêîå
âû÷èñëåíèå ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì èòåðèðîâàíèè.

Èòåðàòèâíîå âû÷èñëåíèå PageRank. Òðàäèöèîííûé èòåðàòèâíûé àëãîðèòì äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ PageRank èñïîëüçóåò ñëåäóþùóþ ïðîöåäóðó:

pageRank0(i) =
1

|V |
for alli ∈ V (2)

pageRankr(i) = (1− d) · 1

|V |
+ d ·

s∑
k=1

1

|Ojk |
· pageRankr−1(jk) (3)

Îñòàíîâèòüñÿ, êîãäà:

(∑
i∈V

(pageRankr(i)− pageRankr−1(i))

)
< ε (4)

Äîêàçàíî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà ãðàô (ñèëüíàÿ ñâÿçíîñòü è àïåðèîäè÷íîñòü �
ýòè óñëîâèÿ îáåñïå÷èâàþòñÿ ââåäåíèåì ïðûæêîâ ñ ëþáîé ñòðàíèöû íà ëþáóþ ñòðàíèöó) ýòà
ïðîöåäóðà ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðûì ñòàöèîíàðíûì çíà÷åíèÿì ðåéòèíãîâ pageRank(i) (ãëàâíîìó
ñîáñòâåííîìó âåêòîðó ñîîòâåòñòâóþùåé ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû). Íà ñàìîì äåëå, ïîñêîëüêó
íàñ èíòåðåñóþò îòíîñèòåëüíûå ðåéòèíãè ñòðàíèö, äëÿ îïðåäåëåíèÿ èõ ïîðÿäêà ñõîäèìîñòü íå
òðåáóåòñÿ è ïðîöåäóðó ìîæíî ïðåðûâàòü ïîñëå íåáîëüøîãî ÷èñëà èòåðàöèé. Â ýêñïåðèìåíòàõ
àâòîðîâ àëãîðèòìà ([23]) äëÿ ãðàôà ñ 322 ìèëëèîíàìè ðåáåð àëãîðèòì PageRank ñîøåëñÿ çà 52
èòåðàöèè.
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Ðèñ. 45: Ãðàô ñåòè G1

Ðàññìîòðèì ñåòü G1, ïîêàçàííóþ íà ðèñ. 45. Â êà÷åñòâå d çàôèêñèðóåì çíà÷åíèå 0.8. Òîãäà
ìàòðèöà

M = (1− d)
ONES

|V |
+ dAT =


0, 04 0, 84 0, 84 0, 84 0, 24
0, 04 0, 04 0, 04 0, 04 0, 24
0, 04 0, 04 0, 04 0, 04 0, 24
0, 04 0, 04 0, 04 0, 04 0, 24
0, 84 0, 04 0, 04 0, 04 0, 04


Íà÷àâ âû÷èñëåíèå ðåéòèíãîâ ñ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ P0 = (0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2)T ,

ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé Pr:

P0 P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7

0,2 0,56 0,272 0,3296 0,42176 0,320384 0,357248 0,37641728
0,2 0,08 0,08 0,1376 0,09152 0,100736 0,1154816 0,09926144
0,2 0,08 0,08 0,1376 0,09152 0,100736 0,1154816 0,09926144
0,2 0,08 0,08 0,1376 0,09152 0,100736 0,1154816 0,09926144
0,2 0,2 0,488 0,2576 0,30368 0,377408 0,2963072 0,3257984

Êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó P6 è P7 ìåíüøå 0,0021. Ïîýòîìó ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðàí-
æèðîâàíèÿ ñòðàíèö ðàíãè, ïîëó÷åííûå îêðóãëåíèåìP7, ò.å. pageRank(1) = 0, 38; pageRank(2) =
pageRank(3) = pageRank(4) = 0, 1; pageRank(5) = 0, 32.

10.5 Îáíàðóæåíèå ñîîáùåñòâ (Community Discovery)

Ñîîáùåñòâî. Ïóñòü S = {s1, . . . , sn} ýòî ìíîæåñòâî îäíîòèïíûõ îáúåêòîâ. Ñîîáùåñòâî ýòî
ïàðà C = 〈T,G〉, â êîòîðîé T ýòî îáúåäèíÿþùàÿ äàííîå ñîîáùåñòâî òåìà, à G ⊆ S ýòî ìíîæå-
ñòâî ÷ëåíîâ ñîîáùåñòâà.

Ñâîéñòâà. Ýòî âåñüìà îáùåå îïðåäåëåíèå ñîîáùåñòâ. Àëãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ ðàçíûõ çà-
äà÷ èñïîëüçóþò ðàçíûå óòî÷íåíèÿ ýòîãî îïðåäåëåíèÿ.

• Òåìû. Òåìû îïðåäåëÿþò ñîîòâåòñòâóþùèå ñîîáùåñòâà. Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî åñëè äëÿ äâóõ
ñîîáùåñòâ C1 = 〈T1, G1〉 è C2 = 〈T2, G2〉, T1 = T2, òî òàêæå G1 = G2 è, ñëåäîâàòåëüíî,
C1 = C2.

(çàìåòèì, ÷òî îáðàòíîå íåâåðíî. Âïîëíå âîçìîæíî, ÷òî ó äâà ðàçíûõ ñîîáùåñòâà îáðàçî-
âàíû èç îäíîãî è òîãî æå ìíîæåñòâà ÷ëåíîâ.)
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• Òåìû ñîîáùåñòâ ìîãóò áûòü ñàìûìè ðàçëè÷íûìè. Íàïðèìåð, êàêèå-òî ñîáûòèÿ, õîááè,
ïðîôåññèîíàëüíûå èíòåðåñû è ò.ä.

• Êàæäûé îáúåêò ìîæåò áûòü ÷ëåíîì ìíîãèõ ñîîáùåñòâ.

• Äëÿ íåêîòîðûõ ïðèëîæåíèé âàæåí òàêæå âðåìåííîé àñïåêò.

Çàäà÷à îáíàðóæåíèÿ ñîîáùåñòâ: äëÿ çàäàííîãî ìíîæåñòâà äàííûõ, ñîäåðæàùåãî èíôîðìà-
öèþ îá îáúåêòàõ, âûÿâèòü (ñêðûòûå) ñîîáùåñòâà ýòèõ îáúåêòîâ. Äëÿ êàæäîãî ñîîáùåñòâà îïðå-
äåëèòü åãî òåìó è åãî ÷ëåíîâ. Îáû÷íî òåìà ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàáîðîì íåêîòîðûõ êëþ÷åâûõ ñëîâ.

10.6 Äâóäîëüíîå ÿäðî ñîîáùåñòâ

(i, j) äâóäîëüíîå ÿäðî ýòî ïîëíûé äâóäîëüíûé ãðàô G = 〈F,C,E〉, òàêîé ÷òî:

• F,C ⊆ S

• F ∩ C = ∅,

• E = {(f, c)|f ∈ F, c ∈ C},

• |F | = i,

• |C| = j.

Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà F íàçûâàþòñÿ ôàíàìè (fans), ýëåìåíòû ìíîæåñòâà C � öåíòðàìè.
Íà ðèñ. 46 ïîêàçàíî (4,5)-äâóäîëüíîå ÿäðî.

Äâóäîëüíîå ÿäðî ïðåäñòàâëÿåò ãðóïïó îáúåêòîâ (ôàíîâ), êîòîðûå ññûëàþòñÿ íà îäíî è òî
æå ìíîæåñòâî öåíòðîâ. Ïîýòîìó äâóäîëüíîå ÿäðî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÿäðî íåêîòîðîãî
ñîîáùåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç ôàíîâ ÿäðà, òåìà êîòîðîãî íàõîäèòñÿ ñðåäè öåíòðîâ ÿäðà.

10.6.1 Âûÿâëåíèå äâóäîëüíûõ ÿäåð

Äâóäîëüíûå ÿäðà ìîæíî îáíàðóæèòü, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùóþ ïðîöåäóðó:

Âõîä: Ãðàô GS = 〈S,ES〉, S = {s1, . . . , sn}, E ⊆ S × S. i, j - ðàçìåð äâóäîëüíîãî ÿäðà.

Øàã 1. Ñîêðàùåíèå. Ìíîæåñòâî S óìåíüøàþò äâàæäû:

Øàã 1.1. Ñîêðàùåíèå ïî ñòåïåíè çàõîäà. Óäàëèòü âñå âåðøèíû (pages) ñî ñòåïåíüþ çàõî-
äà, ïðåâîñõîäÿùåé íåêîòîðóþ áîëüøóþ êîíñòàíòó K. (íàïðèìåð, K = 50). Ïðè÷èíà
ýòîãî ñîêðàùåíèÿ â òîì, ÷òî ñòðàíèöû, íà êîòîðûå ÷åðåñ÷óð ìíîãî ññûëîê, êàê ïðà-
âèëî, ïðèíàäëåæàò �óíèâåðñàëüíûì� ñàéòàì òèïà Yahoo, Rambler è ò.ï. è íå ñâÿçàíû
ñ îïðåäåëåííîé òåìîé èëè ñîîáùåñòâîì.

Øàã 1.2. Èòåðàòèâíîå ñîêðàùåíèå ôàíîâ è öåíòðîâ.
S0 = S. Ïîêà Si 6= Si−1:

• Óäàëèòü èç Si−1 âñå âåðøèíû s ñî ñòåïåíüþ èñõîäà
do(s) < i.

• Óäàëèòü èç Si−1 âñå âåðøèíû s ñî ñòåïåíüþ çàõîäà
di(s) < j.

Øàã 2. Ïîðîæäåíèå äâóäîëüíîãî ÿäðà.
For i = 1 . . . k do:
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Ðèñ. 46: (4,5)-äâóäîëüíîå ÿäðî.

• Ïîëó÷èòü (i, j) äâóäîëüíûå ñîîáùåñòâà.
Áàçèñ: (1, j) ñîîáùåñòâî ñîñòîèò èç îäíîé âåðøèíû s ñî ñòåïåíüþ èñõîäà do(s) = j.
Èíäóêöèîííûé øàã:

� Äëÿ êàæäîãî öåíòðà (i− 1, j) ñîîáùåñòâà, íàéòè ññûëàþùóþñÿ íà íåãî âåðøèíó
f ′, íå âõîäÿùóþ â ñîîáùåñòâî. Åñëè f ′ ñâÿçàíà ñî âñåìè j öåíòðàìè ñîîáùåñòâà,
òî äîáàâèòü f ′ â äâóäîëüíîå ÿäðî â êà÷åñòâå íîâîãî ôàíà.

Êîììåíòàðèé. Âîîáùå ãîâîðÿ, äâóäîëüíûå ÿäðà íå îïðåäåëÿþò ïîëíîñòüþ ñîîáùåñòâà. Ñêî-
ðåå îíè âûÿâëÿþò èõ "öåíòðàëüíóþ"÷àñòü è äàþò íåêîòîðîå íàïðàâëåíèå äëÿ ïîèñêà òåìû.

10.6.2 Ñîîáùåñòâà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà

Ñîîáùåñòâà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà. Ïóñòü GS = 〈S,ES〉 � ãðàô ñâÿçåé íàä ìíîæåñòâîì
îáúåêòîâ S. Îäíî èç îïðåäåëåíèé ñîîáùåñòâà ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Ñîîáùåñòâî ýòî ïîäìíîæåñòâî îáúåêòîâ C ⊂ S òàêîå, ÷òî

• êàæäûé îáúåêò u ∈ C èìååò áîëüøå ðåáåð (âõîäÿùèõ è èñõîäÿùèõ), ñâÿçûâàþùèõ åãî ñ
äðóãèìè ÷ëåíàìè C, ÷åì ðåáåð, ñâÿçûâàþùèõ åãî ñ îáúåêòàìè èç S \ C.

Â îáùåì ñëó÷àå, çàäà÷à âûäåëåíèÿ òàêèõ ñîîáùåñòâ ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé. Ïîýòîìó â ðàáîòå
[18] áûëî ïðåäëîæåíî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, îñíîâàííîå íà íàõîæäåíèè ìàêñè-
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ìàëüíûõ ïîòîêîâ. Îáíàðóæåííûå òàêèì îáðàçîì ñîîáùåñòâà íàçûâàþòñÿ ñîîáùåñòâàìè ìàê-
ñèìàëüíûõ ïîòîêîâ.

Íàïîìíèì (ñì. ðàçäåë 7), ÷òî òðàíñïîðòíàÿ ñåòü N =< G = (V,E), c, s, t >, ñîñòîèò èç
îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G, ðåáðà êîòîðîãî èìåþò ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè c(e) ≥ 0, èñòî÷íèêà
s ∈ V , â êîòîðûé íå âõîäÿò ðåáðà, è ñòîêà t ∈ V , èç êîòîðîãî íå âûõîäÿò ðåáðà. Ïîòîê f â
ñåòè N - ýòî ôóíêöèÿ f : E → R òàêàÿ, ÷òî

1) 0 ≤ f(e) ≤ c(e) äëÿ êàæäîãî ðåáðà e ∈ E;
2) äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ∈ V \ {s, t}∑
{f(e)| e âõîäèò â v} =

∑
{f(e)| e âûõîäèò èç v}.

Âåëè÷èíà ïîòîêà f â ñåòè N val(f) =
∑

u∈V f(s, u).
Ïîòîê ñ íàèáîëüøèì çíà÷åíèåì âåëè÷èíû íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì.
Â ðàçäåëå 7 ìû ðàññìîòðåëè çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà è îïèñàëè àëãîðèòì

ÌÀÕÏ, ðåøàþùèé ýòó çàäà÷ó çà âðåìÿ O(|V |3) (). Ïðèìåíåíèå ýòèõ àëãîðèòìîâ äëÿ îáíàðóæå-
íèÿ ñîîáùåñòâ â ñîöèàëüíûõ ñåòÿõ îñíîâàíî íà ñëåäóþùåé òåîðåìå Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà (òåîðå-
ìà 7.1): âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòè ðàâíà âåëè÷èíå ìèíèìàëüíîãî ðàçðåçà â íåé.
Çäåñü ðàçðåç A â ñåòè N - ýòî ïîäìíîæåñòâî âåðøèí A ⊂ V òàêîå, ÷òî èñòî÷íèê s ∈ A, à
ñòîê t ∈ V \A. Ðàçðåç A îäíîçíà÷íî çàäàåò ìíîæåñòâî ðåáåð P (A) = {(u, v) | u ∈ A, v ∈ V \A},
âûõîäÿùèõ èç A.

Åñëè ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè ðåáåð ðàâíû 1, òî äëÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà fmax åãî âå-
ëè÷èíà val(fmax) ðàâíà ìèíèìàëüíîìó ÷èñëó ðåáåð |P (A)|, ñîåäèíÿþùèõ íåêîòîðûé (ìèíè-
ìàëüíûé) ðàçðåç A ñ îñòàëüíîé ÷àñòüþ ñåòè.

Ðèñ. 47 èëëþñòðèðóåò òàêèå ðàçðåçû.
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Ðèñ. 47: Ìàêñèìàëüíûé ïîòîê â ñåòè. Ñå÷åíèÿ ðàçäåëÿþò îáíàðóæåííûå ñîîáùåñòâà
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Ïîòîê ìåæäó âåðøèíàìè s è t îãðàíè÷åí äâóìÿ ðåáðàìè �áóòûëî÷íîãî ãîðëûøêà� (u3, u4) è
(u2, u5). Àíàëîãè÷íî, ïîòîê ìåæäó âåðøèíàìè s è w îãðàíè÷åí ðåáðàìè (u1, u6) (u2, u6). Åñëè
ýòè ðåáðà îòñå÷ü (óäàëèòü èç ñåòè, òî ìû ïîëó÷èì òðè ðàçëè÷íûõ ñîîáùåñòâà.

Àëãîðèòì Find-Community(S∗, K � ÷èñëî èòåðàöèé)

begin
C := S∗;
for it = 1 to K do
{ G := crawlGraph(C);
n := |S∗|;
C∗ := Max-Flow-Community(G,C,n);
ðàíæèðîâàòü âñå v ∈ C∗ ïî ÷èñëó ðåáåð âíóòðè C∗;
C := C ∪ {v ∈ C∗|v èìååò âûñîêèé ðàíã â C∗}
};
return C;

end

Function Max-Flow-Community(G= (V,E), C, k)

begin
V := V ∪ {s, t};
for all v ∈ V do {E := E ∪ {(s, v)}; c(s, v) :=∞};
for all (u, v) ∈ E, u 6= s do;
{ c(u, v) = k;
if (v, u) 6∈ E then
{E := E ∪ {(v, u)}; c(v, u) := k}
};

for all v ∈ V , v 6∈ C ∪ {s, t} do {E := E ∪ {(v, t); c(v, t) = 1};
ÌÀÕÏ′(G, s, t);
return {v ∈ V | v äîñòèæèìà èç s}

end

Ðèñ. 48: Àëãîðèòì ïîèñêà ñîîáùåñòâà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà

Àëãîðèòì Find-Community ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 48. Îí ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

• Âõîä. Ñîöèàëüíàÿ ñåòü GS è ìíîæåñòâî èñõîäíûõ îáúåêòîâ (ñòðàíèö) S∗. Ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ, ÷òî ïîëüçîâàòåëþ èçâåñòíî, ÷òî èñõîäíûå îáúåêòû ïðèíàäëåæàò îäíîìó ñîîáùåñòâó.
Àëãîðèòì áóäåò îïðåäåëÿòü ãðàíèöû ýòîãî ñîîáùåñòâà.

• Âûõîä. C ⊃ S∗ � ñïèñîê îáúåêòîâ ñîîáùåñòâà.

• Ïðîöåññ. Àëãîðèòì ðàáîòàåò â äâà ýòàïà:

� Ýòàï 1. Ðàñøèðåíèå èñõîäíûõ ñòðàíèö. Àëãîðèòì îáõîäèò ñîöèàëüíóþ ñåòü, íà÷èíàÿ
ñ èñõîäíûõ ñòðàíèö, è ñîáèðàåò íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà C = S∗. Äëÿ
ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà crawlGraph(C), êîòîðàÿ äîáàâëÿåò ê C âñå âåðøèíû,
íàõîäÿùèåñÿ íà îãðàíè÷åííîì ðàññòîÿíèè îò âåðøèí C (ïðè ýòîì îáõîä â øèðèíó
ïðîèñõîäèò áåç ó÷åòà íàïðàâëåíèÿ ðåáåð).
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� Ýòàï 2. Ìàêñèìàëüíûé ïîòîê.

Äëÿ îòäåëåíèÿ ñîîáùåñòâà C ⊃ S∗ îò îñòàëüíîé ñåòè ïðèìåíÿåòñÿ àëãîðèòì ïîèñêà
ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà ÌÀÕÏ′(G, s, t). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòîò àëãîðèòì îïðåäå-
ëåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà àëãîðèòìîì ÌÀÕÏ óäàëèò ðåáðà, ñîåäèíÿþùèå ìèíè-
ìàëüíûé ðàçðåç ñ îñòàëüíûì ãðàôîì.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ òðåáóåìîãî ñîîáùåñòâà ýòè ýòàïû ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ íåñêîëüêî ðàç. Çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðîâ K è k âûáèðàþòñÿ ýìïèðè÷åñêè. ×àñòî âûáèðàåòñÿ çíà÷åíèå k = |S|.

10.7 Çàäà÷è

Çàäà÷à 10.1. Äîêàæèòå ëåììó 10.2.

Çàäà÷à 10.2. Ïóñòü G = (I, E) � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ äëÿ âåðøèíû i ∈ I çíà÷åíèÿ åå áëèçêîé öåíòðàëüíîñòè (Closeness Centrality) CC(i) ïî
ôîðìóëå

CC(i) =
n− 1∑

j∈I ρ(i, j)
.

Îöåíèòå ñëîæíîñòü ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà.

Çàäà÷à 10.3. Ïóñòü G = (I, E) � íàãðóæåííûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô c íåîòðèöàòåëüíûìè
äëèíàìè ðåáåð c : E → R+. Ïðåäëîæèòå ðåàëèçàöèþ àëãîðèòìà èç òåîðåìû 10.2, äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ çíà÷åíèé ñðåäèííîé öåíòðàëüíîñòè CB(i) âñåõ âåðøèí i ∈ V. Îöåíèòå ñëîæíîñòü
ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà.

Çàäà÷à 10.4. Ãðàôîâàÿ öåíòðàëüíîñòü (graph centrality (Hage, Harary, 1995)) âåðøèíû i ãðàôà
G = (I, E) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

CG(i) =
1

maxk∈I ρ(i, k)
.

Ïðåäëîæèòå àëãîðèòìû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãðàôîâîé öåíòðàëüíîñòè âñåõ âåðøèí äëÿ íåíàãðó-
æåííûõ è íàãðóæåííûõ ãðàôîâ è îöåíèòå ñëîæíîñòü ýòèõ àëãîðèòìîâ.

Çàäà÷à 10.5. Öåíòðàëüíîñòü íàãðóçêè (stress centrality (Shimbel, 1953)) îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ âåð-
øèíû i ãðàôà G = (I, E) êàê

CS(i) =
∑

j 6=i 6=k

pjk(i).

Ïðåäëîæèòå àëãîðèòìû äëÿ âû÷èñëåíèÿ öåíòðàëüíîñòè íàãðóçêè âñåõ âåðøèí äëÿ íåíàãðó-
æåííûõ è íàãðóæåííûõ ãðàôîâ è îöåíèòå ñëîæíîñòü ýòèõ àëãîðèòìîâ.

Çàäà÷à 10.6. Íàïîìíèì, ÷òî äèàìåòðîì (íå)îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G = (V,E) ñ âåñà-
ìè ðåáåð c : E → R+ íàçûâåòñÿ ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè ãðàôà dG =
max{ρ(u, v)|u, v ∈ V }. (ñì. çàäà÷ó 6.5). Ðàäèàëüíîñòü (radiality (Valente, Foreman, 1998)) îïðå-
äåëÿåòñÿ äëÿ âåðøèíû i ãðàôà G = (I, E) êàê

CR(i) =

∑
k∈V (dg + 1− ρ(i, k))

(n− 1)dG
.

Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàäèàëüíîñòè âñåõ âåðøèí äëÿ íåíàãðóæåííûõ è íà-
ãðóæåííûõ ãðàôîâ è îöåíèòå ñëîæíîñòü ýòèõ àëãîðèòìîâ.
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Çàäà÷à 10.7. Ïóñòü G = (V,E) � íåíàãðóæåííûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô. Ïðåäëîæèòå àë-
ãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ äëÿ âåðøèíû i ∈ V çíà÷åíèÿ åå ñðåäíåé ïðåñòèæíîñòè (Proximity
Prestige) PP (i), îïðåäåëÿåìîé ïî ôîðìóëå

PP (i) =
|Ii|2

(n− 1)
∑

j∈Ii ρ(j, i)
,

ãäå Ii ýòî ìíîæåñòâî âåðøèí, èç êîòîðûõ ìîæíî äîñòè÷ü i â G, n = |V | . Îöåíèòå ñëîæ-
íîñòü ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà.

Çàäà÷à 10.8. Îïðåäåëèòå êàêèå ðàíãè ïðèñâîèò àëãîðèòì PageRank âåðøèíàì ñëåäóþùèõ
ãðàôîâ.

à) G1 = (V,E):
V = {a, b, c, d, e}
E = {(a, b)(b, a), (b, c), (c, a), (c, d), (d, a), (d, e), (e, a), (e, b)}.

á) G2 = (V,E):
V = {a, b, c, d, e}
E = {(a, b)(b, a), (c, a), (c, b), (d, a), (d, b), (e, a), (e, b)}.

â) G3 = (V,E):
V = {a, b, c, d}
E = {(a, b), (b, a), (b, c), (c, a), (c, d), (d, a), (d, c)}.

Ïîñêîëüêó â ýòèõ ãðàôîâ èç êàæäîé âåðøèíû âûõîäÿò ðåáðà, ïîëîæèì ïàðàìåòð d = 1.
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